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第一章 函数、极限与连续

函数是高等数学中最重要的基本概念之一,也是微积分学研究的主要对象;极
限是微积分学研究的基本工具,贯穿高等数学的始终;连续是函数的一个重要性态.
本章通过简要复习函数的基本知识,学习极限与连续的概念,掌握极限的运算,为进

一步学习微积分知识奠定基础.

第一节 函  数

函数是微积分研究的对象,中学数学应用“集合”与“对应”已经给出了函数概

念,并在此基础上讨论了函数的一些简单性质.在这里除对中学数学的函数及其性

质重点复习外,根据需要将对函数作进一步讨论.

一、函数的概念与性质

1.函数的概念

在实际问题中,经常会遇到两类不同的量:一类在所考察的过程中不发生变化,
只取一个固定的值,称为常量;另一类在所考察的过程中是变化的,可以取不同数

值,称为变量.
实际问题中的诸变量之间往往是相互联系的,一个变量随另一个变量的变化而

变化,这种关系通常表现为变量取值的对应关系,即函数关系.
引例 某名品鞋店出售某名牌鞋的单价为500元/双.显然

销 售 量 销售收入

1双 500元

2双 1000元

3双 1500元

… …
分析 对于集合A={1,2,3,…}中任一值,按照乘以500的法则,在集合B=

{500,1000,1500,…}中有唯一一个值与它对应.如果用x表示A 中的任一值,y表
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示B中相对应的值,则根据乘以500的法则知,y=500x,它反映了实际问题中销售

量x与销售收入y之间的函数关系.一般地,有如下定义.
定义1 设x和y是两个变量,D是给定的非空数集,如果变量x在D 内任取

一个确定的数值时,变量y按照一定的法则f 都有唯一确定的数值与之对应,则称

变量y是变量x的函数,记为

y=f(x),x∈D,
其中变量x称为自变量,变量y称为因变量(或函数),数集D 称为函数的定义域,f
称为函数的对应法则.

当x取确定数值x0∈D时,通过法则f,函数有唯一确定的值y0 与之相对应,
称y0为函数y=f(x)在x0处的函数值,记为

y0=y
x=x0
=f(x0).

由全体函数值构成的集合称为函数的值域,记为M,即M={y|y=f(x),x∈D}.
由函数的定义可以看出,定义域和对应法则是确定函数的两个必不可少的要

素,也就是说,如果两个函数的对应法则和定义域都相同,那么这两个函数就是相同

的函数.
在实际问题中,函数的定义域是根据问题的实际意义确定的,如引例中,函数

y=500x的定义域为A={1,2,3,…}.若不考虑函数的实际意义,而抽象地研究函

数,则规定函数的定义域是使其表达式有意义的一切实数组成的集合,一般考虑以

下几个方面:
(1)分式函数的分母不能为零;
(2)偶次根式的被开方式必须大于等于零;
(3)对数函数的真数必须大于零;
(4)三角函数与反三角函数要符合其定义;
(5)如果函数表达式中含有上述几种函数,则应取各部分定义域的交集.
例1 求下列函数的定义域.

(1)f(x)= 25-x2; (2)f(x)= 1
3-x+ln(2x+4).

解 (1)由25-x2≥0,得-5≤x≤5,所以函数的定义域为[-5,5].
(2)因为

3-x>0,
2x+4>0, 即

x<3,
x>-2, 所以函数的定义域为(-2,3).

2.函数的性质

设函数y=f(x)在区间I上有定义(区间I为函数f(x)的整个定义域或其定义

域的一部分),则函数一般具有下列几种特性.
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1)有界性

定义2 如果存在正数M,使对任意的x∈I,恒有|f(x)|≤M,则称函数y=
f(x)在区间I上有界;否则,称f(x)在区间I上无界.

例如,y=cosx在其定义域内是有界的.
2)单调性

定义3 若对任意的x1,x2∈I,当x1<x2 时,恒有f(x1)<f(x2)(或f(x1)>
f(x2)),则称函数y=f(x)在区间I上单调增加(或单调减少).区间I称为单调增

区间(或单调减区间);单调增加函数和单调减少函数统称为单调函数;单调增区间

和单调减区间统称为单调区间.
例如,y=x2 在[0,+∞)上是单调增加的,在(-∞,0]上是单调减少的,在

(-∞,+∞)上不是单调函数.
3)奇偶性

定义4 设区间I关于原点对称,若对任意的x∈I,都有f(-x)=f(x),则称

函数f(x)是区间I上的偶函数;若对任意的x∈I,都有f(-x)=-f(x),则称函数

f(x)是区间I上的奇函数;若函数既不是奇函数也不是偶函数,则称为非奇非偶

函数.
例如,y=x2在(-∞,+∞)上是偶函数,y=x3在(-∞,+∞)上是奇函数,y=

sinx+cosx在(-∞,+∞)上是非奇非偶函数.
4)周期性

定义5 如果存在不为零的实数T,使得对于任意的x∈I,x+T∈I,都有

f(x+T)=f(x),则称函数y=f(x)是周期函数,T是y=f(x)的一个周期.通常所

说的周期函数的周期是指它的最小正周期.
例如,y=cosx是以2π为周期的周期函数;y=tanx是以π为周期的周期函数.

二、反函数与复合函数

1.反函数

定义6 设函数y=f(x)的定义域为D,值域为M.如果对于M 中的每个数y,
在D中都有唯一确定的数x与之对应,且使y=f(x)成立,则确定了一个以y为自

变量,x为因变量的函数,称为函数y=f(x)的反函数,记为x=f-1(y),其定义域

为M,值域为D.
由于习惯上用x表示自变量,用y表示因变量,因此将反函数中x与y互换位

置,即记为y=f-1(x),x∈M.
在同一坐标系中,函数y=f(x)与其反函数y=f-1(x)的图形关于直线y=x
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对称.

例如,引例中函数y=500x的反函数为y=1500x,其定义域为{500,1000,1500,…},
值域为{1,2,3,…}.

2.复合函数

定义7 设y=f(u),其中u=φ(x),且函数u=φ(x)的值域包含在函数y=
f(u)的定义域内,则称y=f[φ(x)]为由y=f(u)与u=φ(x)复合而成的复合函数,
其中u称为中间变量.

例如,y=u,u=2+sinx可复合成y= 2+sinx.
复合函数还可以有多个中间变量,如y=eu,u=v,v=x+1复合成函数y=

ex+1,这里u,v都是中间变量.
注意 并不是任意两个函数都能构成复合函数.例如,y=arcsinu和u=x2+5

就不能构成复合函数.因为当x∈(-∞,+∞)时,u=x2+5≥5,此时y=arcsinu无

定义.
例2 指出下列函数是由哪些简单函数复合而成?
(1)y=(1+2x)2; (2)y=3tan2x; (3)y=arctan2x.
解 (1)y=(1+2x)2可以看做由y=u2,u=1+2x复合而成.
(2)y=3tan2x可以看做由y=3u,u=v2,v=tanx复合而成.
(3)y=arctan2x可以看做由y=arctanu,u=2v,v= x复合而成.

三、初等函数

常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本初等

函数.为后面学习方便起见,现将这六类基本初等函数的表达式、定义域、值域、图
形、性质等列表表示出来(见表1-1).

表1-1

函  数 定义域和值域 图  形 性  质

常数函数y=C
(C为常数) x∈(-∞,+∞)  有界、偶函数
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续表

函  数 定义域和值域 图  形 性  质

幂函数y=xα

(α为实数)

 定义域由α的

取 值 决 定,但 在

(0,+∞)内都有

定义

 在第一象限内,
当α>0时,单调增

加;当α<0时,单
调减少

指数函数y=ax

(a>0,且a≠1,
a为常数)

x∈(-∞,+∞)
y∈(0,+∞)

 过点(0,1),在x
轴上方.当0<a<1
时,单 调 减 少;当

a>1时,单调增加

对数函数y=logax
(a>0,且a≠1,
a为常数)

x∈(0,+∞)
y∈(-∞,+∞)

 过点(1,0),在y
轴右边.当0<a<1
时,单 调 减 少;当

a>1时,单调增加

三

角

函

数

正弦函数

y=sinx
x∈(-∞,+∞)

y∈[-1,1]

 过原点,奇函数,
有界,周期为2π,在
2kπ-π2,2kπ+π2  内

单调增加,在
2kπ+π2,2kπ+3π2  

单调减少(k∈Z)

余弦函数

y=cosx
x∈(-∞,+∞)

y∈[-1,1]

 偶函数,有界,周
期为2π,在[2kπ-
π,2kπ]内单调增加,
在[2kπ,2kπ+π]内
单调减少(k∈Z)

正切函数

y=tanx
x≠kπ+π2
(k∈Z)

y∈(-∞,+∞)

 奇函数,无界,周
期为π,在
kπ-π2,kπ+π2  
内单调增加(k∈Z)
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续表

函  数 定义域和值域 图  形 性  质

三

角

函

数

余切函数

y=cotx
x≠kπ(k∈Z)

y∈(-∞,+∞)

 奇函数,无界,周
期为π,在(kπ,kπ+
π)内单调减少(k∈
Z)

反
三
角
函
数

反正弦函数

y=arcsinx
x∈[-1,1]

y∈ -π2,π2   过原点,奇函数,
有界,单调增加

反余弦函数

y=arccosx
x∈[-1,1]
y∈[0,π]  有界,单调减少

反正切函数

y=arctanx
x∈(-∞,+∞)
y∈ -π2,π2   过原点,奇函数,

有界,单调增加

反余切函数

y=arccotx
x∈(-∞,+∞)

y∈(0,π)  有界,单调减少

定义8 由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合步骤所构成并

用一个式子表示的函数,称为初等函数.
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例如,y=xcosx,y=ln(x+ x2+1),y=e5x+1cosx等都是初等函数.

四、分段函数

有时一个函数要用几个式子表示,如f(x)= x2, x>0,
x, x≤0. 这种在自变量的不

同变化范围中,对应法则用不同式子来表示的函数,通常称为分段函数.但它仍旧是

一个函数,而不是几个函数,这是因为它符合一个函数的定义,只不过在定义域的不

同部分用不同的式子来表示而已.在计算分段函数的函数值时,应该按对应于定义

域的不同部分的不同表达式进行计算.

例3 设函数f(x)=
2x,    0≤x≤1,
2, 1<x≤2,
3x-4, 2<x≤3,
-52x+252,3<x≤5.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁􀪁
􀪁􀪁􀪁

求f(1),f(4)及函数的定义域.

解 f(1)=2×1=2,f(4)=-52×4+252=52.

函数的定义域为[0,5].
注意 分段函数不一定是初等函数.

五、常用的经济函数

1.总成本函数

某商品的成本是指生产一定数量的产品所需的全部经济资源投入(劳力、原料、
设备等)的价格或费用总额,可分为固定成本和变动成本两部分.固定成本是指在一

定时期内不随产量q变化的那部分成本,如厂房、设备费等,记为C0;变动成本是指

随产量q变化而变化的那部分成本,如原材料费等,记为C1(q).于是总成本函数的

一般形式是

C(q)=C0+C1(q),
当产量q=0时,对应的成本函数值C(0)就是产品的固定成本值.

设C(q)为成本函数,称􀭺C(q)=C(q)q
为单位成本函数或平均成本函数.

例4 某公司生产某产品,固定成本为2万元,每当生产一台产品成本增加

0.3万元,求:
(1)总成本函数,平均成本函数;
(2)当生产100台该产品时的总成本和平均成本.



        

  8    

解 (1)设产量为q台,取货币单位:万元,则
总成本函数C(q)=2+0.3q.

平均成本函数􀭺C(q)=C(q)q =2q+0.3.
(2)产量为100台时的总成本为C(100)=2+0.3×100=32(万元),
平均成本为􀭺C(100)= 2100+0.3=0.32(万元).
2.需求函数与供给函数

需求是指在一定价格条件下,消费者愿意购买并且有支付能力购买的商品量.
供给是指在一定价格条件下,生产者愿意出售的商品量.决定商品的需求量和供给

量的因素很多,但最重要的是商品的价格因素,如果假定其他因素为常量,仅研究价

格和需求及价格和供给之间的关系,就可得到需求函数和供给函数.
需求函数表示的就是商品需求量和价格这两个经济量之间的数量关系

Q=Q(p),
其中Q表示需求量,p表示价格.需求函数的反函数称为价格函数,记为p=p(Q),
习惯上将价格函数也统称为需求函数.

常见的需求函数有以下几种类型:
(1)线性需求函数Q=a-bp(a>0,b>0);
(2)指数需求函数Q=Ae-bp(A>0,b>0).
供给函数表示的就是商品供给量和价格这两个经济量之间的数量关系

S=S(p),
其中S表示供给量,p表示价格.

常见的供给函数有以下几种类型:
(1)线性供给函数S=dp-c(c>0,d>0);
(2)指数供给函数S=Aedp(A>0,d>0).
一般地,需求函数是价格的单调减函数,供给函数是价格的单调增函数.
当市场上某种商品的需求量与供给量相等时,需求量与供给量持平,此时该商

品市场处于平衡状态,称为供需平衡,这时商品的价格称为市场平衡价格或均衡价

格,记为p0,对应的需求量称为均衡量,记为Q0.
当市场价格高于均衡价格时,供应量大于需求量,即商品供过于求,会导致商品

价格下降;当市场价格低于均衡价格时,供应量小于需求量,即商品供不应求,会导

致商品价格上升.
例5 设某商品的需求函数为Q=a-bp(a>0,b>0),供给函数为S=dp-c(c>

0,d>0),求均衡价格p0.
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解 在均衡价格p0 处,需求量等于供给量,即a-bp0=dp0-c,解出p0,得
p0=a+cb+d,所以均衡价格p0为a+c

b+d.

3.收益函数和利润函数

总收益是指生产者出售一定量产品所得到的全部收入,是销售量的函数.当产

品销量为q,价格为p时,收益函数的一般形式是

R(q)=p·q.
如果产销平衡,即产量为q,销量也为q时,利润函数的一般形式是

L(q)=R(q)-C(q).
当L(q)=R(q)-C(q)>0时,生产者盈利;
当L(q)=R(q)-C(q)<0时,生产者亏损;
当L(q)=R(q)-C(q)=0时,生产者盈亏平衡,使L(q)=0的点q0 称为盈亏

平衡点(又称为保本点).
例6 已知某厂生产某种产品的总成本函数为C(q)=500+2q,其中q为该产

品的产量,如果该产品的售价为每件6元,求:
(1)生产200件该产品时的利润;
(2)生产该产品的盈亏平衡点.

随堂测试

解 (1)由题意知,C(q)=500+2q,R(q)=6q.因此,利润函数为

L(q)=R(q)-C(q)=6q-(500+2q)=4q-500,
故生产200件该产品时的利润为

L(200)=4×200-500=300(元).
(2)由L(q)=0,即4q-500=0,解得q=125,故盈亏平衡点为125件.

习题1-1
1.下列各组函数是否是相同的函数?
(1)y=sinx与y= 1-cos2x;   (2)y=ln1+x1-x与y=ln(1+x)-ln(1-x);
(3)y=x3-1x-1与y=x2+x+1.
2.求下列函数的定义域.

(1)y= 5
x2+2; (2)y= x-1+ 1

x-2+lg(4-x); (3)y=
-x,   -1≤x≤0,
3-x, 0<x<2. 

3.已知函数f(x)= sinx, -2<x<0,0, 0≤x<2, 求f -π4  ,f π2  .

4.判断下列函数的奇偶性.
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(1)y=12(ex+e-x);   (2)y=lg1+x1-x;   (3)y=x2-x3;   (4)y=xsin1x.

5.求下列函数的反函数.
(1)y=2x-3;   (2)y=ln(x-1)+1;   (3)y= 3x+1.
6.下列函数是由哪些简单函数复合而成的?
(1)y=2sinx;   (2)y=lnsin2x;   (3)y=cos2(x+1);   (4)y=arctan(lnx).
7.某商品的需求函数为p+3q=75,供求函数为9q=2p-15,求均衡价格.
8.某厂生产产品1000吨,定价为130元/吨,当售出量不超过700吨时,按原定价出售,超过

700吨的部分按原价的九折出售.试将销售收入表示成销售量的函数.
9.设某产品每次售10000件时,每件售价为50元,若每次多售2000件,则每件相应地降价

2元,如果生产这种产品的固定成本为60000元,变动成本为每件20元,最低产量为10000件.
试求:(1)总成本函数;(2)收益函数;(3)利润函数.
10.某厂生产一种元器件,生产能力为日产100件.每日的固定成本为150元,每件的平均可

变成本为10元.
(1)求该厂此元器件的日总成本函数及平均成本函数;
(2)若每件售价14元,写出收益函数;
(3)写出利润函数并求盈亏平衡点.

第二节 极  限

在人们的日常生活中,经常用到这样的描述:用市场变化趋势来研究产品需求

量的状况;用公司发展的趋势来分析公司未来的前途等.这种趋势用在数学上就是

极限,极限可以看成是变量变化的终极状态.本节将给出极限的概念,并研究它的性

质及运算.

一、极限的概念

1.数列的极限

定义9 按一定顺序排列的无穷多个数x1,x2,…,xn,…称为数列,简记为

{xn},其中xn 称为该数列的通项或一般项.
例如,数列

{un}:3,6,12,…,3·2n-1,…;
{vn}:1,-1,1,-1,…,(-1)n+1,…;
{yn}:12,122,123,…,12n,…,

它们的通项依次为3·2n-1,(-1)n+1,12n.
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数列也可看成自变量为正整数n的函数:xn=f(n),称为整标函数.其定义域是

全体正整数,当自变量n依次取1,2,3,…时,对应的函数值就排成数列{xn}.
从上述数列中容易看出,当n无限增大时,数列{un}的通项3·2n-1的值也无限

增大;数列{vn}的通项(-1)n+1在1与-1之间交替变化,它没有一个确定的终极趋

势;数列{yn}的通项12n的值无限接近于0.这种“当n无限增大时,数列的通项无限地

接近于某个确定的常数A”的现象,用数学语言描述出来就是数列的极限.
定义10 对于数列{xn},若当n无限增大时,通项xn 无限接近于某个确定的常

数A,则常数A称为数列{xn}的极限,此时也称数列{xn}收敛于A,记为lim
n→∞xn=A

或xn→A(n→∞).若数列{xn}的极限不存在,则称数列{xn}发散.

由定义10,显然lim
n→∞
12n=0,即当n→∞时,数列 12n  收敛;当n→∞时,数列

{(-1)n+1}和{3·2n-1}是发散的.
2.函数的极限

数列是一种特殊形式的函数,把数列的极限推广可得到函数的极限,根据自变

量的变化过程,分两种情况讨论.
1)x→∞时函数f(x)的极限

定义11 设函数y=f(x)在(-∞,+∞)内有定义,若当|x|无限增大时,相应

的函数值f(x)无限接近于某一确定的常数A,则A称为函数f(x)当x→∞时的极

限,记为

lim
x→∞f(x)=A或f(x)→A(x→∞),

其中x→∞表示x的绝对值无限增大.
若只当x→+∞(或x→-∞)时,函数趋近于某一确定的常数A,记为

lim
x→+∞f(x)=A(或limx→-∞f(x)=A).

从图1-1中容易看出,lim
x→+∞

1
x2=0,limx→-∞

1
x2=0,limx→∞

1
x2=0.

图1-1
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定理1 极限lim
x→∞f(x)=A的充分必要条件是lim

x→-∞f(x)=limx→+∞f(x)=A.
2)x→x0时函数f(x)的极限

微课

x→x0时函数

f(x)的极限

定义12 设函数f(x)在x0的某个邻域(点x0 可除外,即0<|x-x0|
<δ,δ为某一正数)内有定义,当自变量x无限趋近于x0 时,函数f(x)的值

无限趋近于某一确定的常数A,则称A为x→x0时函数f(x)的极限,记为

lim
x→x0

f(x)=A或f(x)→A(x→x0),
其中x→x0 表示x既可以从大于x0 的方向趋近于x0,也可以从小于x0 的

方向趋近于x0.
在讨论当x→x0时函数f(x)的极限问题中,对x→x0的过程,若限制x

<x0或x>x0,便引出了单侧极限的概念.
定义13 设函数f(x)在x0的某个左半邻域(x0-δ,x0)(或右半邻域(x0,x0+

δ))内有定义,当自变量x从x0 的左(或右)边无限趋近于x0 时,函数f(x)的值无

限趋近于某一确定的常数A,则称A为x→x0时函数f(x)的左(或右)极限,记为

lim
x→x-0

f(x)=A(或lim
x→x+0

f(x)=A).
定理2 极限lim

x→x0
f(x)=A的充分必要条件是lim

x→x-0
f(x)=lim

x→x+0
f(x)=A.

例1 设f(x)=
-x,x<0,
1, x=0,
x, x>0, 求lim

x→0-
f(x),lim

x→0+
f(x),并讨论lim

x→0f(x)是否

存在.
解 由图1-2知,lim

x→0-
f(x)=lim

x→0-
(-x)=0,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+
x=0,所以lim

x→0f(x)=0.

图1-2

微课

无穷小与无穷

大

二、无穷小与无穷大

1.无穷小

定义14 在自变量的某一变化过程中,以零为极限的变量称为该变化
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过程的无穷小量,简称无穷小.

例如,因为lim
n→∞
12n=0,所以12n为n→∞时的无穷小;因为lim

x→∞
1
x2=0,所以函数1x2

为当x→∞时的无穷小.又如,例1中的函数f(x),因为lim
x→0f(x)=0,所以函数f(x)

为当x→0时的无穷小.
注意 (1)判断是否为无穷小必须考虑变化过程,同一个变量在不同的变化过

程中,情况会不同,如当x→0时,x2 是无穷小,但当x→1时,x2 就不是无穷小.
(2)无穷小是个变量(零除外),不能把很小很小的量作为无穷小,如0.00001

不是无穷小.零是可以作为无穷小的唯一的常数.
无穷小还有以下性质.
性质1 有限个无穷小的和也是无穷小.
例如,当x→0时,x与sinx都是无穷小,x+sinx也是无穷小.

无穷多个无穷小的代数和未必是无穷小,如lim
n→∞

1
n+1n+…+1n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁

n个

  =1.
性质2 有界函数与无穷小的乘积是无穷小.

例如,当x→∞时,1x2是无穷小,arctanx是有界函数,所以1x2arctanx 也是

无穷小.
推论1 常数与无穷小的乘积是无穷小.
推论2 有限个无穷小的乘积也是无穷小.
无穷小与函数极限有如下关系.
定理3 函数limf(x)=A的充分必要条件是f(x)=A+α(其中limα=0).
定理3中,下面没有标明自变量变化过程的记号“lim”是指自变量x的变化过

程可以是x→x-0 ,x→x+0 ,x→∞,x→-∞,x→+∞中的任何一种,以后不再赘述.

例如,因为1+x32x3 =12+ 12x3,而limx→∞
12x3=0,所以lim

x→∞
1+x32x3 =12.

2.无穷大

定义15 在自变量的某一变化过程中,绝对值无限增大的变量称为该变化过程

的无穷大量,简称无穷大.
显然,n→∞时,n,n2,n3,…都是无穷大.
注意 无穷大不趋向于任何确定的常数,所以无穷大的极限不存在.但为了叙

述函数的这一性态,也说“函数的极限是无穷大”,并记为limf(x)=∞.
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3.无穷小与无穷大的关系

定理4 在自变量的同一变化过程中,
(1)如果函数f(x)是无穷小,且f(x)≠0,则 1

f(x)是无穷大;
(2)如果函数f(x)是无穷大,则 1

f(x)是无穷小.

例如,当x➝0时,x2是无穷小,1x2是无穷大.

微课

无穷小量阶的

比较

4.无穷小的比较

定义16 设α与β是自变量的同一变化过程中的两个无穷小,
(1)如果limβ

α=0,则称β是比α高阶的无穷小,记为β=o(α);
(2)如果limβ

α=∞,则称β是比α低阶的无穷小;
(3)如果limβ

α=c(c≠0),则称β与α是同阶无穷小.特别地,当c=1
时,称β与α是等价无穷小,记为为α~β.

例如,当x→0时,x,2x,x2都是无穷小,因为lim
x→0

x2
x=limx→0x=0,所以当x→0时,

x2是比x高阶的无穷小;由于lim
x→0
2x
x=2,所以当x→0时,2x与x是同阶无穷小.

三、极限的性质与运算

1.极限的性质

数列极限是函数极限的特殊情形,都可归结为在自变量的某一变化过程中,函
数值无限接近于某一确定的常数,因而它们具有共同的性质.下面以x→x0 的情形

为例来叙述.
性质1(唯一性) 若lim

x→x0
f(x)存在,则极限值唯一.

性质2(有界性) 若lim
x→x0

f(x)存在,则在x0的某一去心邻域(0<|x-x0|<δ,δ
为某一正数)内函数f(x)有界.

性质3(保号性) 若lim
x→x0

f(x)=A,且A>0(或A<0),则必存在x0的某一去心

邻域,使得在该邻域内,函数f(x)>0(或f(x)<0).
推论 若lim

x→x0
f(x)=A,且在x0的某一去心邻域内函数f(x)≥0(或f(x)≤0),
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则A≥0(或A≤0).
2.极限的四则运算法则

微课

利用极限的四

则运算求简单

的极限

定理5 设在自变量x的同一变化过程中,极限limf(x)及limg(x)都
存在,则有

(1)lim[f(x)±g(x)]=limf(x)±limg(x);
(2)lim[f(x)·g(x)]=limf(x)·limg(x);
(3)limf(x)

g(x)=
limf(x)limg(x)(limg(x)≠0).

法则(1)和法则(2)均可推广到有限个函数的情形.并有如下推论.
推论1 lim[Cf(x)]=Climf(x)(C为常数).
推论2 lim[f(x)]n=[limf(x)]n(n为正整数).
例2 求下列极限.

(1)lim
x→2
(x2+3x-2); (2)lim

x→1
(2+x)(3-2x); (3)lim

x→2
x3+2
x2-9.

解 (1)lim
x→2
(x2+3x-2)=lim

x→2x
2+lim

x→23x-limx→22=(limx→2x)2+3limx→2x-2
=22+3×2-2=8.

(2)lim
x→1
(2+x)(3-2x)=lim

x→1
(2+x)·lim

x→1
(3-2x)=3.

(3)因为lim
x→2
(x2-9)=-5≠0,所以lim

x→2
x3+2
x2-9=

lim
x→2
(x3+2)

lim
x→2
(x2-9)=2

3+222-9=-2.
注意 极限的四则运算法则要求参与运算的各个函数极限均存在,且法则(3)

还必须满足分母的极限不为零;否则,不能直接使用法则.

例3 求lim
x→3

x2-9
x-3.

解 由于lim
x→3
(x-3)=0,故不能直接使用法则(3)求解.在x→3时,x≠3,故可

约去公因子x-3,得
lim
x→3

x2-9
x-3=limx→3(x+3)=6.

例4 求lim
x→1

1
x-1- 3

x3-1  .
解 当x→1时,上式两项极限均不存在,可先通分再求极限.

lim
x→1

1
x-1- 3

x3-1  =limx→1x2+x-2x3-1 =lim
x→1

x+2
x2+x+1=33=1.

例5 求lim
x→0

1+x-1
x .
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解 当x→0时,分母和分子的极限均为零,不能直接使用极限的四则运算法

则.可先对分子有理化,再求极限.

lim
x→0

1+x-1
x =lim

x→0
(1+x-1)(1+x+1)

x(1+x+1) =lim
x→0

1
1+x+1=

12.

例6 求下列函数的极限.

(1)lim
x→∞
2x5-3x2+14x5+2x ; (2)lim

x→∞
2x2+x-17x3+3 ; (3)lim

x→∞
x4+x+15x2-1 .

解 (1)当x→∞时,分子、分母的极限均不存在(无穷大),不能直接使用极限

的四则运算法则.将分子、分母同除以x的最高次幂x5,得

lim
x→∞
2x5-3x2+14x5+2x =lim

x→∞

2-3x3+1x5
4+2x4

=limx→∞ 2-3x3+1x5  
lim
x→∞ 4+2x4  =24=12.

(2)分子、分母同除以x的最高次幂x3,得

lim
x→∞
2x2+x-17x3+3 =lim

x→∞

2
x+1x2-1x3
7+3x3

=limx→∞
2
x+1x2-1x3  

lim
x→∞ 7+3x3  =07=0.

(3)分子、分母同除以x的最高次幂x4,得 

lim
x→∞

x4+x+15x2-1 =limx→∞

1+1x3+1x45
x2-1x4

,

由于分子极限为1,分母极限为0,所以

lim
x→∞

x4+x+15x2-1 =∞.

一般地,当a0≠0,b0≠0,m,n为非负整数时,有

lim
x→∞

a0xm+a1xm-1+…+am

b0xn+b1xn-1+…+bn
=

a0
b0
, 当n=m时,

0, 当n>m时,
∞, 当n<m时.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

微课

两个重要极限

3.两个重要极限

1)lim
x→0
sinx
x =1

这个极限的一般形式为

lim□→0sin□□ =1(□代表同一变量).
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例7 求下列极限.
(1)lim

x→0
sin2x
x ; (2)lim

x→0
1-cosx12x2

; (3)lim
x→0
tanx
x .

解 (1)lim
x→0
sin2x
x =2·lim

x→0
sin2x2x =2×1=2.

(2)lim
x→0
1-cosx12x2

=lim
x→0
2sin2x212x2

=lim
x→0
sinx2
x2  2= limx→0sinx2

x2  2=1.
(3)lim

x→0
tanx
x =lim

x→0
sinx
x · 1cosx=limx→0sinxx ·lim

x→0
1cosx=1.

2)lim
x→∞ 1+1x  x=e

若令t=1x,则当x→∞时,t→0,于是又可得

lim
t→0
(1+t)1t=e或lim

x→0
(1+x)1x=e.

随堂测试

 

该重要极限的一般形式为

lim□→∞ 1+1□  □=e(□代表同一变量)
或

lim□→0(1+□)
1□=e(□代表同一变量).

例8 求下列极限.

(1)lim
x→∞ 1+3x  x; (2)lim

x→0 1+x2  1x; (3)limx→∞
2-x3-x  x

.

解 (1)lim
x→∞ 1+3x  x=lim

x→∞ 1+3x  x3·3= lim
x→∞ 1+3x  x3  3=e3.

(2)lim
x→0 1+x2  1x=limx→0 1+x2  2x  12= limx→0 1+x2  2x  12=e12.

(3)lim
x→∞
2-x3-x  x=lim

x→∞ 1+ 1x-3  x-3+3=lim
x→∞ 1+ 1x-3  x-3·lim

x→∞ 1+ 1x-3  3=e.
习题1-2

1.观察下列数列的变化趋势,写出它们的极限.
(1)xn=n+(-1)nn ;  (2)xn=n+1n+2;  (3)xn=2+12n;  (4)xn= -1  n 1

n+1.
2.设函数f(x)= x2+1, x<0,

x, x>0, 求极限lim
x→0-

f(x)及lim
x→0+

f(x),并判定极限lim
x→0f(x)是否
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存在.
3.指出下列各题中,哪些是无穷小? 哪些是无穷大?
(1)y=cotx(x→0);       (2)y=e-x(x→+∞);
(3)y=logax(a>1,x→0+); (4)y=2x(x→-∞).
4.利用无穷小的性质求下列极限.

(1)lim
x→0sinxcos1x;    (2)limx→∞

sinx
x .

5.求下列极限.

(1)lim
x→1
(x3+2x2-x-1); (2)lim

x→2
x2+4
x+2; (3)limx→0

(x+1)2-1
x ;  (4)lim

x→0
x3-2x4x2+x-1;

(5)lim
x→1

1
x-1- 3

x3-1  ; (6)lim
x→4

x-2
x-4; (7)limx→+∞

3x3-4x2+21+x3 ;(8)lim
x→∞
3x3-x+1
x2+2x+2;

(9)lim
x→∞

x2+2x+22x3-x+3; (10)lim
n→∞ 1+12+14+…+12n  .

6.求a的值,使函数f(x)=
12x2-2a, x<0,
x2-a+1, x≥0 在x=0处的极限存在.

7.求下列极限.

(1)lim
x→0
tan2x

x ; (2)lim
x→0
tan3xsinx; (3)limx→0sin3xsin4x; (4)limn→∞2nsinx2n(x为非零实数);

(5)lim
x→0
(1-2x)1x+4; (6)lim

x→∞
x+2
x  x+3; (7)lim

x→∞
x+1
x-1  x

.

8.证明当x→0时,2x4+x2是比x高阶的无穷小.

第三节 函数的连续性

自然界中许多现象的变化过程都是连续不断的,如气温、生物的生长等都是随

着时间连续变化的,这种现象反映在数学上就是函数的连续性.

一、函数连续的概念

为了建立函数连续性的定义,首先引入增量的概念.
定义17 设函数y=f(x)在点x0的某个邻域内有定义,当自变量由x0 变到x

(x仍在该邻域内)时,称差x-x0 为自变量在x0 处的增量,记为Δx,即Δx=x-
x0.相应地,函数值由f(x0)变到f(x),称差f(x)-f(x0)为函数f(x)在x0处的增

量,记为Δy,即
Δy=f(x)-f(x0)或Δy=f(x0+Δx)-f(x0).

函数增量的几何意义如图1-3所示.
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图1-3
  例1 设函数y=f(x)=x2.

(1)当x从-1改变到2时,求自变量的增量与函数的增量;
(2)当x从x0改变到x0+Δx时,求函数的增量.
解 (1)自变量的增量Δx=2-(-1)=3,函数的增量

Δy=f(2)-f(-1)=22-(-1)2=3.
(2)Δy=f(x0+Δx)-f(x0)=(x0+Δx)2-x20=(2x0+Δx)Δx.
从自变量的增量与函数的增量的关系出发,下面给出函数在某点处连续的

定义.
定义18 设函数y=f(x)在点x0 的某个邻域内有定义,若当自变量的增量

Δx=x-x0趋于零时,对应的函数增量也趋于零,即
limΔx→0Δy=limΔx→0[f(x0+Δx)-f(x0)]=0,

微课

函数在一点的

连续性

则称函数y=f(x)在x0处连续,x0称为函数f(x)的连续点.
若令x0+Δx=x,当Δx→0时,x→x0,则有

limΔx→0[f(x0+Δx)-f(x0)]=limx→x0
[f(x)-f(x0)]=0,

即lim
x→x0

f(x)=f(x0).
于是,函数y=f(x)在点x0处连续的定义又可叙述如下.
定义19 设函数f(x)在点x0 的某个邻域内有定义,如果lim

x→x0
f(x)=

f(x0),则称函数f(x)在点x0处连续.

例2 证明函数f(x)= xsin1x, x≠0,
0, x=0 在x=0处连续.

证 因为lim
x→0xsin1x=0=f(0),故函数f(x)=xsin1x, x≠0,

0, x=0 在x=0处连续.

如果lim
x→x-0

f(x)=f(x0),则称函数f(x)在点x0处左连续;如果lim
x→x+0

f(x)=f(x0),则
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称函数f(x)在点x0处右连续.显然,函数f(x)在点x0处连续的充分必要条件是它在点

x0处既左连续,又右连续.
综上所述,函数f(x)在点x0处连续,必须同时满足以下三个条件:
(1)函数f(x)在点x0的某个邻域内有定义;
(2)函数f(x)的极限lim

x→x0
f(x)存在;

(3)lim
x→x0

f(x)=f(x0).
若以上三条中有一条不满足,函数f(x)就在点x0 处间断(即不连续),点x0 称

为函数f(x)的间断点.例如,x=0是函数f(x)=1x的间断点.

例3 判定函数f(x)= x3+1, x<0,
3x+1,x≥0 在x=0处的连续性.

解 因为lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-
(x3+1)=1,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+
(3x+1)=1,且f(0)=

1,于是

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0+

f(x)=f(0),
所以f(x)在x=0处左连续且右连续,从而f(x)在x=0处连续.

若函数f(x)在区间(a,b)内的每一点都连续,则称函数f(x)在区间(a,b)内连
续,或称f(x)是区间(a,b)内的连续函数;若函数f(x)在区间(a,b)内连续,且在左
端点a处右连续,在右端点b处左连续,则称函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,此时
也称f(x)是闭区间[a,b]上的连续函数.

二、连续函数的运算与性质

1.连续函数的运算

定理6 两个连续函数的和、差、积、商(分母不为零)仍为连续函数,两个连续函
数的复合函数也是连续函数.

由于所有的基本初等函数在其定义域内都是连续的,结合定理6,得出下面的结论.
定理7 所有的初等函数在其定义区间(包含在定义域内的区间)上都是连续函数.
由初等函数的连续性知,若f(x)是初等函数,且x0 是f(x)的定义区间内的

点,则f(x)在x→x0时的极限值等于f(x)在x0处的函数值,即lim
x→x0

f(x)=f(x0).
例4 求lim

x→2
sinx

ex 1+x2.
解 因为f(x)= sinx

ex 1+x2是初等函数,且在x=2处有定义,所以

lim
x→2

sinx
ex 1+x2=

sin2
e2 1+22=

sin2
e2 5.
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例5 求lim
x→0
ln(x+1)

x .

解 lim
x→0
ln(x+1)

x =lim
x→0ln(x+1)

1
x=lnlim

x→0
(x+1)1x=lne=1.

注意 对于连续函数,极限符号与函数符号可以交换运算次序.
2.闭区间上连续函数的性质

定义在闭区间上的连续函数,在理论和应用中有很多重要的性质.下面将对这

些性质给予简单的介绍.
定义20 对于在区间I上有定义的函数f(x),如果有x0∈I,使得对于任一

x∈I都有

f(x)≤f(x0)(f(x)≥f(x0)),
则称f(x0)是函数f(x)在区间I上的最大值(最小值).

定理8(最值定理) 闭区间上的连续函数在该区间上一定存在最大值和最小值.
如图1-4所示,函数y=f(x)在闭区间[a,b]上连续,在点ξ1 处取得最大值,在

点ξ2处取得最小值.

图1-4
推论(有界性定理) 闭区间上的连续函数在该区间上一定有界.
定理9(介值定理) 设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,且f(a)≠f(b),C为

介于f(a)与f(b)之间的任何数,则至少存在一点ξ∈(a,b),使得f(ξ)=C.
如图1-5所示,对介于f(a)与f(b)之间的任何一个数C,直线y=C与连续曲

线y=f(x)有三个交点,使得f(ξ1)=f(ξ2)=f(ξ3)=C.

随堂测试

 

图1-5
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推论(零点定理) 设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,且f(a)·f(b)<0,则
至少存在一点ξ∈(a,b),使得f(ξ)=0.

如图1-6所示,连续曲线y=f(x)满足f(a)<0,f(b)>0,那么曲线与x轴必

有交点ξ∈(a,b),这时有f(ξ)=0.

图1-6
例6 证明方程x3-4x2+1=0在区间(0,1)内至少有一个实根.
证 函数f(x)=x3-4x2+1在闭区间[0,1]上连续,又f(0)=1>0,f(1)=

-2<0.根据零点定理,在区间(0,1)内至少有一点ξ,使得f(ξ)=0.因此,方程x3-
4x2+1=0在区间(0,1)内至少有一个实根.

习题1-3

1.设函数y=2x2-1,当x从x1=1改变到x2=12时,求自变量的增量与函数的增量.

2.已知某产品的生产函数y=x+4x2-0.2x3,其中y是产量,x是原料的投放量.问:当x=
10个单位时,再继续投放1个单位的原料,产量的增量Δy是多少?

3.讨论下列分段函数在分段点处的连续性.

(1)f(x)= x2,  x≤2,
2+x,x>2;    (2)f(x)= x,  |x|≤1,

1, |x|>1; 
(3)f(x)=

1
x,  x<0,
sinx, x≥0;    (4)f(x)=

sin2x
x , x≠0,
1, x=0. 

4.设函数f(x)=
ex+a, x≥0,
xsin1x,x<0, 试确定常数a的值,使f(x)在点x=0处连续.

5.求下列极限.

(1)lim
x→0lncosx;      (2)limx→0loga

(1+x)
x (a>0且a≠1);

(3)lim
x→+∞

ln(1+x)-lnx
x ; (4)lim

t→-2
et+1
t .

6.证明方程x3+2x-6=0至少有一个根介于1和3之间.
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复习题一

A 组
一、填空题

1.函数f(x)= 9-x2+ln(x-1)的定义域为    .
2.若f(x)是以2为周期的周期函数,且在闭区间[0,2]上f(x)=2x-x2,则在闭区间[2,4]

上,f(x)=    .

3.f(x)= x2-9, 0≤x<3,
x2, -3≤x<0 的反函数是    .

4.设f(x)=lnx,g(x)=sinx,则f[g(x)]=    ,g[f(x)]=    .

5.lim
x→0xsin1x=    ,limx→∞xsin1x=    .

6.设lim
x→1

x2-ax+4
x-1 =-3,则a=    .

7.设f(x)在x=1处连续,且lim
x→1

f(x)-2
x-1 =1,则f(1)=    .

8.设函数f(x)=

11-x, x<0,
0, x=0,
x, 0<x<1,
1, 1≤x<2,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁􀪁
􀪁􀪁 则lim

x→0+
f(x)=    ,lim

x→0-
f(x)=    ,

lim
x→0f(x)=    ,limx→1f(x)=    ,间断点为    .

二、选择题

1.函数f(x)= 1-x2, |x|≤1,
x2-1,|x|>1 的定义域是(  ).

A.[-1,1] B.(-∞,+∞) C.(-1,1) D.(-∞,-1)∪(1,+∞)
2.函数y=lg(x-1)在区间(  )内有界.
A.(1,+∞) B.(2,+∞) C.(1,2) D.(2,3)
3.下列函数中,为偶函数且在(-∞,0)内单调减少的是(  ).
A.y=x2+2x+2 B.y=1-x2 C.y= 12  |x| D.y=log2|x|
4.下列函数为复合函数的是(  ).
A.ex+sinx B.sin x C.-2+cosx D.12  x

5.当x→0时,下列变量为无穷小的是(  ).
A.ex2 B.x-1x+1 C.sin2x D.cos1x
6.当x→0时,sinx与x相比是(  ).
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A.高阶无穷小 B.低阶无穷小 C.等价无穷小 D.以上都不对

7.lim
x→x-0

f(x)=lim
x→x+0

f(x)是函数f(x)在点x0处连续的(  ).
A.充分条件且不是必要条件 B.必要条件且不是充分条件

C.充分必要条件 D.既不是充分条件也不是必要条件

8.如果函数y=f(x)在点x0处间断,则(  ).
A.lim

x→x0
f(x)不存在 B.f(x0)不存在 

C.lim
x→x0

f(x)≠f(x0) D.以上三种情况至少有一种发生

三、综合题

1.设f(x)=
|x-1|
x-1 , x≠1,

a, x=1, 且lim
x→1-

f(x)=a,求a的值.

2.求下列极限.

(1)lim
x→∞
2
xarctanx; (2)limn→∞

2n+1+3n+12n+3n ; (3)lim
x→1

x+2-3
x-1 ; (4)lim

x→∞xtan1x;
(5)lim

x→0
x2

1- 1+x2;(6)limx→∞
1+x
x  2x; (7)lim

x→4
x2-6x+8
x2-5x+4; (8)lim

x→∞
x4-3x2-1

x2+x .

3.已知f(x)=
a+x2,    x<0,
1, x=0,
ln(b+x+x2),x>0 在x=0处连续,试确定a和b的值.

4.证明方程x-2sinx=1至少有一个小于3的正根.
5.某工厂生产某种产品的总成本函数为C(q)=q3-9q2+33q+10,该产品的需求函数为q=

75-p(p为价格),求:(1)产量为10时的平均成本;(2)产量为10时的利润.
6.某公司生产某产品q件时,固定成本为2000元,生产一件产品的变动成本为28元,每件

产品的售价为p元,又需求函数为q=150-2p,求利润函数.
B 组

1.设lim
x→1

x2+ax+b
x-1 =3,求a,b的值.

2.求下列极限.

(1)lim
x→π4

2-2cosxtan2x ;   (2)lim
x→π
sinxπ2-x2.

3.设函数f(x)=
sin2x
x ,   x>0,

x2-2x+k, x≤0, 当k取何值时,函数f(x)在其定义域内连续?

4.小明到南岳观日出,早上8时从山下一宾馆出发,沿一条路径上山,下午5时到达山顶并留

宿于山顶一宾馆.次日观日出后,于早上8时沿同一路径下山,下午5时回到山下同一宾馆.试用

零点定理分析:小明必在两天内的同一时刻经过某一地点.
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第二章 一元函数的导数与微分

在研究变量的变化时,不仅需要研究变量与变量之间的对应关系(即函数)、变
量的变化趋势(即极限),还要研究变量变化的快慢程度———函数在一点处的变化

率,即导数.导数是以一种简洁的方式来表述一个变量的变化怎样影响另一个变量

的变化.实际上,经济学中的很多问题恰与这种分析方式有关.例如,研究一个厂商

的产出怎样影响它的成本以及一个国家的货币供给如何影响该国的通货膨胀等.另
外,在日常生活、生产和科学研究中,还常常会遇到在什么条件下可以使原料最省、
时间最少、效率最高等问题,这往往可以归结为求函数的最大值与最小值.而导数是

解决这些问题最有力的工具,学习导数可以获得解决上述问题的思路和方法.本章

讲述一元函数导数的概念、求导数的方法以及导数在经济中的一些应用.

第一节 导数的概念及几何意义

一、导数的概念

微课

导数的定义

在引入导数的概念前,先来讨论两个实际问题.
引例1 平面曲线的切线斜率.
设有曲线C 及C 上的一点M,在点 M 外另取C 上一点N,作割线

MN.当点N 沿曲线C 趋于点M 时,如果割线MN 绕点M 旋转而趋于极限

位置MT,直线MT就称为曲线C 在点M 处的切线(见图2-1).

图2-1

下面求函数y=f(x)在点M(x0,y0)处的切线斜率.
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分析 如图2-2所示,在点M 外另取C 上的一点N(x0+Δx,y0+Δy),于是割

线MN 的斜率为

tanφ=ΔyΔx=f
(x0+Δx)-f(x0)Δx ,

其中φ为割线MN 的倾角.当点N 沿曲线C 趋于点M 时,有Δx→0.如果当Δx→0
时,上式的极限存在,设为k,即

k=limΔx→0ΔyΔx=limΔx→0f
(x0+Δx)-f(x0)Δx

存在,则此极限k是割线斜率的极限,也就是切线的斜率.这里k=tanα,其中α是切

线MT的倾角.于是,通过点M 且以k为斜率的直线MT 便是曲线C 在点M 处的

切线.

图2-2

引例2 收益对销售量的变化率.
设某商品的总收益R是销售量q的函数R(q)(q>0),求当销售量为q0 个单位

时总收益的变化率.
分析 如果销售量q由q0改变到q0+Δq,则总收益取得相应的改变量

ΔR=R(q0+Δq)-R(q0).
总收益的平均变化率为ΔRΔq=

R(q0+Δq)-R(q0)Δq ,其经济内涵为平均销售价格.

如果极限MR=limΔq→0ΔRΔq=limΔq→0
R(q0+Δq)-R(q0)Δq 存在,则此极限就表示销售量

为q0个单位时的总收益变化率,其经济内涵为销售过程中的即时定价.
上述两个问题的实际意义完全不同,但从数量关系来看都是研究当自变量的增

量趋于零时,函数的增量与自变量增量的比值的极限问题.数学上把这种特定的极

限称为函数的导数.
定义1 设函数y=f(x)在点x0的某邻域内有定义,当自变量x在x0 处有增

量Δx(Δx≠0,x0+Δx仍在该邻域内)时,相应地函数有增量Δy=f(x0+Δx)-
f(x0).如果极限limΔx→0ΔyΔx存在,则称函数y=f(x)在点x0 处可导,并称此极限值为函
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数y=f(x)在点x0处的导数,记为

f'(x0),y' x=x0,dydx x=x0
或df(x)dx x=x0

,
即

f'(x0)=limΔx→0ΔyΔx=limΔx→0f
(x0+Δx)-f(x0)Δx .

如果上述极限不存在,则称函数y=f(x)在点x0处不可导.
根据导数的定义,曲线C在点M(x0,y0)处的切线斜率就是曲线y=f(x)在点x0

处的导数,即k=tanα=f'(x0);产量为q0时收益对销售量的变化率为MR=R'(q0).
若令x=x0+Δx,则函数f(x)在点x0处的导数也可表示为

f'(x0)=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0 .

例1 求函数y=x2在x=1处的导数.
解 当x=1时,y=1;当x=1+Δx时,y=(1+Δx)2,故

Δy=(1+Δx)2-1=2Δx+(Δx)2,ΔyΔx=2+Δx,
所以f'(1)=limΔx→0ΔyΔx=limΔx→0(2+Δx)=2.

由函数f(x)在点x0处的左极限与右极限的定义,可得函数f(x)在点x0 处的

左导数与右导数的定义.
定义2 如果极限

lim
Δx→0-

ΔyΔx=limΔx→0-
f(x0+Δx)-f(x0)Δx

与

lim
Δx→0+

ΔyΔx=limΔx→0+
f(x0+Δx)-f(x0)Δx

存在,则称它们分别为函数y=f(x)在点x0 处的左导数和右导数,分别记为

f'-(x0)和f'+(x0).
显然,函数y=f(x)在点x0处可导的充分必要条件是y=f(x)在点x0 处的左

导数和右导数都存在且相等,即f'-(x0)=f'+(x0).
例2 设函数f(x)= x2, x≥0,

-x,x<0, 求f'+(0),f'-(0),并判断f'(0)是否存在.

解 f'+(0)=lim
Δx→0+

ΔyΔx=limΔx→0+
f(Δx)-f(0)Δx =lim

Δx→0+
(Δx)2-0Δx =lim

Δx→0+
Δx=0,

f'-(0)=lim
Δx→0-

ΔyΔx=limΔx→0-
f(Δx)-f(0)Δx =lim

Δx→0-
-Δx-0Δx =-1,
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因为f'+(0)≠f'-(0),所以f'(0)不存在.
定义3 若函数y=f(x)在区间(a,b)内每一点处都可导,则称函数y=f(x)在

区间(a,b)内可导.若函数y=f(x)在区间(a,b)内可导,并且在区间的左、右端点处

f'+(a)与f'-(b)都存在,则称函数y=f(x)在闭区间[a,b]上可导.若函数y=
f(x)在某区间内可导,则对于该区间内的每一个x,都有唯一确定的导数值f'(x)与
之对应,这样就确定了一个新的函数,称为函数y=f(x)的导函数,简称导数,记为

f'(x),y',dydx或df(x)dx .

由导数的定义,若y=f(x)在某区间I上可导,则y=f(x)在I上的导函数为

f'(x)=limΔx→0f
(x+Δx)-f(x)Δx .

显然,函数y=f(x)在点x0处的导数f'(x0)就是导函数f'(x)在点x0处的函数值,即
f'(x0)=f'(x)x=x0.

例3 设函数f(x)=x3,求f'(x),f'(2).
解 因为

limΔx→0ΔyΔx=limΔx→0
(x+Δx)3-x3Δx =limΔx→0(3x2+3xΔx+Δx2)=3x2,

所以f'(x)=3x2,f'(2)=3x2 x=2=12.
由导数的定义可知,求函数y=f(x)的导数可分为以下三个步骤:
(1)求增量Δy=f(x+Δx)-f(x);
(2)算比值ΔyΔx=f

(x+Δx)-f(x)Δx ;
(3)取极限y'=limΔx→0ΔyΔx=limΔx→0f

(x+Δx)-f(x)Δx .

运算熟练后不必细分步骤.下面利用导数的定义求一些简单函数的导数.
例4 求函数f(x)=C(C为常数)的导数.

解 f'(x)=limΔx→0f
(x+Δx)-f(Δx)Δx =limΔx→0C-CΔx =0.

例5 求幂函数f(x)=xn(n为正整数)的导数.

解 f'(x)=limΔx→0f
(x+Δx)-f(x)Δx =limΔx→0

(x+Δx)n-xn

Δx
=limΔx→0nxn-1+n(n-1)2! xn-2Δx+…+Δxn-1  =nxn-1,

即(xn)'=nxn-1(n为正整数).
一般地,对任何幂函数y=xα(α∈R),都有(xα)'=αxα-1(α∈R).
例6 求函数f(x)=sinx的导数.
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解 f'(x)=limΔx→0f
(x+Δx)-f(x)Δx =limΔx→0sin

(x+Δx)-sinxΔx

=limΔx→0
2cosx+Δx2  sinΔx2Δx =limΔx→0cosx+Δx2  ·sinΔx2Δx2

􀭠

􀭡

􀪁􀪁􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁􀪁􀪁􀪁

=limΔx→0cosx+Δx2  ·limΔx→0sinΔx2Δx2 =cosx,

即(sinx)'=cosx.
同理可得(cosx)'=-sinx.
例7 求对数函数f(x)=logax(a>0,a≠1)的导数.

解 f'(x)=limΔx→0f
(x+Δx)-f(x)Δx =limΔx→0loga

(x+Δx)-logaxΔx =limΔx→0
logax+ΔxxΔx

=limΔx→0 1Δxloga 1+Δxx    =loga limΔx→0(1+Δxx )1Δx  =logae1x= 1
xlna,

即(logax)'= 1
xlna.

特别地,当a=e时,有(lnx)'=1x.

二、导数的几何意义

由前面的讨论可知,函数y=f(x)在点x0 处的导数f'(x0)等于函数所表示的

曲线C在相应点M(x0,y0)处的切线斜率,即f'(x0)=tanα(α为倾角),这就是导数

的几何意义(见图2-3).

图2-3
根据导数的几何意义及直线的点斜式方程可知,若函数y=f(x)在点x0 处的

导数存在,则曲线y=f(x)在点M(x0,y0)处的切线方程为
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y-y0=f'(x0)(x-x0).
过切点M(x0,y0)且与切线垂直的直线称为曲线y=f(x)在点M(x0,y0)处的

法线.若f'(x0)≠0,则过点M(x0,y0)的法线方程为

y-y0=- 1
f'(x0)(x-x0).

例8 求抛物线y=x2在点(2,1)处的切线方程和法线方程.
解 由导数的几何意义知,抛物线y=x2在点(2,1)处的切线斜率为

k=y' x=2=2x x=2=2×2=4,
所求的切线方程为

y-1=4(x-2),即y=4x-7,
法线方程为

y-1=-14(x-2),即y=-14x+32.

三、导数与连续的关系

设函数y=f(x)在点x处可导,即limΔx→0ΔyΔx=f'(x)存在.由函数的极限与无穷小

的关系知

ΔyΔx=f'(x)+α,
其中α当Δx→0时为无穷小.上式两边同乘以Δx,得

Δy=f'(x)Δx+αΔx,
由此可见,当Δx→0时,Δy→0.这就是说,函数y=f(x)在点x处是连续的.

定理1 如果函数y=f(x)在点x处可导,则函数在该点必连续.
由定理1知,函数可导必连续,但是连续却不一定可导.
例9 讨论函数y=|x|在x=0处的连续性与可导性.
解 因为Δy=f(0+Δx)-f(0)=|0+Δx|-|0|=|Δx|,所以

limΔx→0Δy=limΔx→0 Δx =0,
即y=|x|在x=0处连续,而

f'+(0)=lim
Δx→0+

ΔyΔx=limΔx→0+
|Δx|Δx =lim

Δx→0+
ΔxΔx=1,

f'-(0)=lim
Δx→0-

ΔyΔx=limΔx→0-
|Δx|Δx =lim

Δx→0-
-ΔxΔx =-1,

即f'+(0)≠f'-(0),所以函数y= x 在x=0处不可导.
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习题2-1
1.用导数定义求下列函数的导数.
(1)y=2x-1;     (2)y=x2+1;     (3)y=cosx.

2.设函数f(x)=1x,求f'(x),f'(2),f'(-3).
3.设f'(x0)或f'(0)存在,按照导数定义观察下列极限,指出A各表示什么?
(1)limΔx→0f

(x0+Δx)-f(x0)Δx =A;    (2)lim
x→0

f(x)
x =A,其中f(0)=0;

(3)lim
h→0

f(x0+h)-f(x0-h)
h =A; (4)lim

h→0
f(x0)-f(x0-h)

h =A.

4.求下列曲线在指定点的切线方程和法线方程.

(1)曲线y=sinx在点 π6,12  处;  (2)曲线y= x在点(9,3)处.

5.讨论函数f(x)= x2sin1x, x≠0,
0, x=0 在x=0处的连续性和可导性.

6.试确定常数a,b的值,使函数f(x)= x2,  x≤1,
ax+b,x>1 在x=1处连续且可导.

7.已知函数f(x)= x2, x≥0,
-x,x<0, 求f'+(0),f'-(0),问f'(0)是否存在?

第二节 导数的运算

按照定义计算导数通常比较复杂或不太可行.本节将介绍一般函数的求导方

法,下面先给出求导的运算法则.

一、导数的四则运算法则

定理2 如果函数u=u(x)与v=v(x)在点x处可导,那么它们的和、差、积、商
(除分母为零的点外)都在点x处可导,并且

(1)[u(x)±v(x)]'=u'(x)±v'(x);
(2)[u(x)·v(x)]'=u'(x)v(x)+u(x)v'(x),特别地,(Cf(x))'=Cf'(x)(C

为常数);
(3)u(x)

v(x)  '=u'(x)v(x)-u(x)v'(x)v2(x)  (v(x)≠0).
法则(1)与(2)可推广到有限多个可导函数的情形.
例1 求下列函数的导数.
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(1)y=2x5-log2x+cosx+ln6;(2)y=x3ex;(3)y=tanx.
解 (1)y'=(2x5-log2x+cosx+ln6)'

=(2x5)'-(log2x)'+(cosx)'+(ln6)'=10x4- 1
xln2-sinx.

(2)y'=(x3ex)'=(x3)'ex+x3(ex)'=3x2ex+x3ex.
(3)y'=(tanx)'= sinxcosx  '=(sinx)'cosx-sinx(cosx)'cos2x

=cos2x+sin2xcos2x = 1cos2x=sec2x,
即(tanx)'=sec2x.

同理可得(cotx)'=-csc2x.
注意 secx是正割函数,且secx= 1cosx,sec2x=1+tan2x;cscx是余割函数,

且cscx= 1sinx,csc2x=1+cot2x.

二、反函数的导数

定理3 若函数x=φ(y)在区间Iy 内单调、可导,且φ'(y)≠0,则它的反函数

y=f(x)在区间Ix={x|x=φ(y),y∈Iy}内也可导,且有

f'(x)= 1
φ'(y)或

dydx=1dxdy
.

例2 求指数函数y=ax(a>0,a≠1)的导数.
解 因为y=ax 的反函数为x=logay,且dxdy=

1
ylna,所以

y'=1dxdy
=ylna=axlna,

即(ax)'=axlna.
特别地,(ex)'=ex.
例3 求y=arcsinx的导数.

解 因为y=arcsinx是x=siny的反函数,x=siny在区间 -π2,π2  内单

调、可导,且dxdy=cosy≠0,所以

y'=1dxdy
= 1cosy=

1
1-sin2y=

1
1-x2,
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即(arcsinx)'= 1
1-x2.

同理可得(arccosx)'=- 1
1-x2.

例4 求y=arctanx的导数.

解 因为y=arctanx是x=tany的反函数,x=tany在区间 -π2,π2  内单

调、可导,且dxdy=sec2y≠0,所以

y'=1dxdy
= 1sec2y=

11+tan2y=
11+x2,

即(arctanx)'= 11+x2.
同理可得(arccotx)'=- 11+x2.
三、导数的基本公式

到目前为止,六类基本初等函数的导数都求出来了,为了便于记忆与应用,现归

纳如下:
(1)(C)'=0(C为常数);       (2)(xα)'=αxα-1(α∈R);
(3)(logax)'= 1

xlna(a>0,a≠1); (4)(lnx)'=1x;
(5)(ax)'=axlna(a>0,a≠1); (6)(ex)'=ex;
(7)(sinx)'=cosx; (8)(cosx)'=-sinx;
(9)(tanx)'= 1cos2x=sec2x; (10)(cotx)'=- 1sin2x=-csc2x;
(11)(arcsinx)'= 1

1-x2; (12)(arccosx)'=- 1
1-x2;

微课

复合函数的求

导法则

(13)(arctanx)'= 11+x2; (14)(arccotx)'=- 11+x2.
四、复合函数的导数

定理4 若函数u=φ(x)在点x处可导,函数y=f(u)在点u=φ(x)处
可导,则复合函数y=f[φ(x)]在点x处可导,且

dydx=dydu·dudx或y'=f'(u)·φ'(x).
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复合函数的求导法则可以推广到任意有限多个中间变量的情形.下面以两个中

间变量为例,设y=f(u),u=φ(v),v=ψ(x)都可导,则有

dydx=dydu·dudv·dvdx或y'=f'(u)·φ'(v)·ψ'(x).
当然,这里假定上式右端所出现的导数在相应点处都存在.这种复合函数的求

导法则又叫链式法则.
例5 求函数y=lncosx的导数.
解 函数y=lncosx是由y=lnu,u=cosx复合而成的,因为

dydu=(lnu)'=1u,dudx=(cosx)'=-sinx,
所以

dydx=dydu·dudx=1u·(-sinx)= 1cosx·(-sinx)=-tanx.

例6 求函数y=tan3 x的导数.
解 函数y=tan3 x是由y=u3,u=tanv,v= x复合而成的,因为

dydu=(u3)'=3u2,dudv=sec2v,dvdx= 1
2 x

,
所以

dydx=dydu·dudv·dvdx=3u2·sec2v· 1
2 x

=3tan2 xsec2 x
2 x

.

复合函数求导熟练后,可不必写出中间变量,直接利用链式法则,按照复合的次

序,由外向里,层层求导即可.
例7 求函数y=arctan2x的导数.

解 y'=(arctan2x)'= 11+4x2·(2x)'= 21+4x2.
例8 求函数y=sinln 2x1+x2的导数.

解 y'= sinln 2x1+x2  '
=cosln 2x1+x2· ln 2x1+x2  '
=cosln 2x1+x2·1+x

2
2x · 2x1+x2  '

=cosln 2x1+x2·1+x
2

2x ·2(1+x2)-(2x)2(1+x2)2
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= 1-x2
x(1+x2)cosln 2x1+x2.

五、隐函数的导数及对数求导法

1.隐函数的导数

函数y=f(x)表示变量y与x之间的对应关系,这种对应关系有不同的表达方

式.例如,y=sinx,y= 1+x等,其特点是:因变量y和含有自变量x 的式子分别

位于等号的两边,称此类函数为显函数.而有些函数中,因变量y与自变量x之间的

关系以方程F(x,y)=0的形式出现,这样的函数称为隐函数,如ex+y-xy=0,2x-
y+1=0等.

下面探讨隐函数的求导方法.
首先把方程F(x,y)=0所确定的隐函数y=f(x)代入原方程,结果是恒等式

F[x,f(x)]≡0,
将这个恒等式的两端对x求导,所得结果也必然相等.但注意,左端F[x,f(x)]是将

y=f(x)代入F(x,y)后所得的结果,所以当方程F(x,y)=0的两端对x求导时,要
记住y是x的函数,然后利用复合函数求导法则去求导,这样便可得到要求的导数.

例9 求由方程xy-ex+ey=0所确定的隐函数的导数y'.
解 方程两边同时对x求导.注意到y是x的函数,由复合函数求导法则得

y+xy'-ex+eyy'=0,
解出y',得隐函数的导数为

y'=ex-yx+ey.
例10 求椭圆4x2+y2=8在点(1,-2)处的切线.
解 方程两边分别对x求导.注意到y是x的函数,得

8x+2yy'=0,
从而y'=-4xy .

于是,椭圆在点(1,-2)处的切线斜率为

y' x=1
y=-2=-4xy x=1

y=-2=2,
因此,切线方程为y+2=2(x-1),即2x-y-4=0.

2.对数求导法

由于对数具有化积商为和差的性质,在有的求导运算中,可以先将函数取自然

对数,然后利用隐函数的求导法则求导,这就是所谓的对数求导法.这是一种特殊的
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求导法,主要利用对数函数的运算性质及前面的隐函数求导思路解决一些复杂函数

求导问题,如幂指函数y=[u(x)]v(x)或多个因子连乘、除、乘方、开方的函数的导数.

例11 求函数y=
3(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)的导数.

解 先在等式两边取绝对值,再取对数,得
ln|y|=ln 3(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)=

13[ln|x-1|+ln|x-2|-ln|x-3|-ln|x-4|],
上式两边对x求导,注意到y是x的函数,得

1
yy'=

13 1
x-1+ 1

x-2- 1
x-3- 1

x-4  ,
于是

y'=y3 1
x-1+ 1

x-2- 1
x-3- 1

x-4  
=13

3(x-1)(x-2)(x-3)(x-4) 1
x-1+ 1

x-2- 1
x-3- 1

x-4  .
例12 求函数y=xx(x>0)的导数.
解 两边同时取对数,得

lny=xlnx,
上式两边再对x求导,得

1
yy'=lnx+1,

于是

y'=y(lnx+1)=xx(lnx+1).
六、高阶导数

定义4 若函数y=f(x)的导数y'=f'(x)仍是x的可导函数,则称f'(x)的导

数为f(x)的二阶导数,记为y″,f″(x),d2ydx2或d
2f(x)dx2 .

类似地,二阶导数的导数称为三阶导数,记为y‴,f‴(x),d3ydx3或d
3f(x)dx3 ;三阶导

数的导数称为四阶导数,记为y(4),f(4)(x),d4ydx4或d
4f(x)dx4 .一般地,f(x)的n-1阶

导数的导数称为f(x)的n阶导数,记为y(n),f(n)(x),dnydxn或dnf(x)dxn .二阶或二阶以

上的导数统称为高阶导数.
由高阶导数的定义知,求函数y=f(x)的高阶导数,只需连续多次求导数即可,
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因此仍可应用前面的求导方法进行计算.
例13 已知函数f(x)=cos2x,求f″(x),f″(0).
解 f'(x)=2cosx·(cosx)'=-sin2x,f″(x)=-2cos2x,f″(0)=-2.
例14 求指数函数y=ax(a>0,a≠1)的n阶导数.

随堂测试

 

解 y'=axlna,y″=axln2a,y‴=axln3a,依此类推y(n)=axlnna,即
(ax)(n)=axlnna.

特别地,(ex)(n)=ex.
习题2-2

1.求下列函数的导数.

(1)y=x5+ x+1
x3 +e3;  (2)y=(x-cotx)cosx;  (3)y=(1+x2)arctanx

+1;
(4)y= 1

x+cosx; (5)y=x2cosxlnx; (6)y=1-10x1+10x.
2.求下列复合函数的导数.
(1)y=(x3-x)6;   (2)y=cosx; (3)y=arcsin(1-x); (4)y=ln(x2+cosx);
(5)y=sin2x+cosx3;(6)y=esinx; (7)y=esin21x; (8)y=x 1+x2.
3.求下列隐函数的导数.

(1)x=y+arctany;    (2)x
y=ln(xy);    (3)ex+2y=xy+2.

4.用对数求导法求下列函数的导数.

(1)y=(sinx)x(sinx>0); (2)y= x+1(3-x)3(2x+1)4 .

5.求下列函数的二阶导数.
(1)y=exsinx; (2)y=lnsinx;
(3)y= x1+x; (4)y=ln(1+x2)+9.
6.设函数y=(x+10)6,求f″(0),f‴(2).

第三节 微  分

前面介绍的导数是描述函数在某点处的变化率.有时还需要考虑某点处当自变

量有较小改变时,函数值相应的改变量大小,而要精确计算函数值的改变量往往很

复杂,于是引入微分的概念.
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一、微分的概念及几何意义

1.微分的概念

引例3 一块正方形金属薄片受温度变化影响时,其边长由x0变到x0+Δx(如
图2-4所示),问此薄片的面积改变了多少?

图2-4
分析 设此薄片的边长为x,面积为y,则y=x2,薄片受温度变化影响时,面积

的改变量可看成是当自变量x自x0取得增量Δx时,函数y相应的增量Δy,即
Δy=(x0+Δx)2-x20=2x0Δx+(Δx)2.

上式中,Δy由两部分组成:第一部分2x0Δx是Δx的线性函数,称为Δy的线性

主部;第二部分(Δx)2是比Δx高阶的无穷小,即
Δy=2x0Δx+ο(Δx),

当|Δx|很小时,(Δx)2可以忽略不计,面积增量Δy可以近似地用2x0Δx表示,即
Δy≈2x0Δx,

因为y'=2x,故当|Δx|很小时,有Δy≈y' x=x0·Δx.
此结论对于一般的可导函数也是成立的,称y' x=x0·Δx为函数y 在点x0 处

的微分.
定义5 设函数y=f(x)在点x0处可导,则称f'(x0)Δx为函数y=f(x)在点

x0处的微分,记为dy x=x0,即dy x=x0=f'(x0)Δx.此时,称函数y=f(x)在点x0
处可微.

例1 求函数y=x2在x=1和x=3处的微分.
解 函数y=x2在x=1处的微分为

dy x=1=(x2)' x=1·Δx=2Δx,
在x=3处的微分为

dy x=3=(x2)' x=3·Δx=6Δx.
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函数y=f(x)在任意点x的微分,称为函数的微分,记为dy或df(x),即
dy=f'(x)Δx.

例2 求函数y=x2+lnx的微分.

解 dy=(x2+lnx)'Δx= 2x+1x  Δx.

显然,函数的微分dy=f'(x)Δx与x和Δx有关.
例3 求函数y=x2在x=2,Δx=0.001时的改变量及微分.
解 Δy=(x+Δx)2-x2=2.0012-22=0.004001.
因为y'=2x,y' x=2=4,所以

dy x=2=y' x=2·Δx=4×0.001=0.004.
当函数y=x 时,函数的微分dy=dx=x'Δx=Δx,即dx=Δx.于是函数

y=f(x)的微分可以写成

dy=f'(x)dx.

上式两边同除以dx,有dydx=f'(x),即导数等于函数的微分与自变量的微分之商.因

此导数也称为微商.
导数和微分是密切相关的,可导函数一定可微,可微函数也一定可导.
2.微分的几何意义

如图2-5所示,点M(x0,y0)是曲线y=f(x)上一点,当自变量x有微小改变量

Δx时,得到曲线上另一点N(x0+Δx,y0+Δy),于是MQ=Δx,NQ=Δy.过点M
作曲线的切线MT,其倾角为α,则

QP=MQ·tanα=f'(x0)Δx,即dy=QP.

图2-5
由此可知,微分dy是曲线y=f(x)在点M 处切线的纵坐标的改变量.当|Δx|

很小时,|Δy-dy|比|Δx|小很多,因此在点M 附近,可用切线段近似代替曲线段,
俗称“以直代曲”.
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二、微分基本公式与运算法则

由dy=f'(x)dx可知,由导数的基本公式与运算法则就可得到微分基本公式和

运算法则.
1.微分基本公式

(1)d(C)=0(C为常数);       (2)d(xα)=αxα-1dx(α∈R);
(3)d(logax)= 1

xlnadx(a>0,a≠1); (4)d(lnx)=1xdx;
(5)d(ax)=axlnadx(a>0,a≠1); (6)d(ex)=exdx; 
(7)d(sinx)=cosxdx; (8)d(cosx)=-sinxdx;
(9)d(tanx)=sec2xdx; (10)d(cotx)=-csc2xdx;
(11)d(arcsinx)= 1

1-x2dx; (12)d(arccosx)=- 1
1-x2dx;

(13)d(arctanx)= 11+x2dx; (14)d(arccotx)=- 11+x2dx.

2.函数和、差、积、商的微分运算法则

设函数u=u(x)和v=v(x)在x处可微,则
(1)d[u(x)±v(x)]=du(x)±dv(x);
(2)d[u(x)v(x)]=v(x)du(x)+u(x)dv(x);
(3)d[Cu(x)]=Cdu(x)(C为常数);
(4)du(x)

v(x)  =v(x)du(x)-u(x)dv(x)v2(x) (v(x)≠0).
3.复合函数的微分法则

若u=φ(x)在点x处可导,y=f(u)在点u处可导,则
dy=f'(u)φ'(x)dx=f'(u)dφ(x)=f'(u)du,

上式称为微分形式不变性,即不论u是自变量或中间变量,函数y=f(u)的微分都

具有dy=f'(u)du形式.

微课

微分在近似计
算中的应用

例4 求函数y=cos(2x+1)的微分.
解 dy=d[cos(2x+1)]=-sin(2x+1)d(2x+1)=-2sin(2x+1)dx.

三、微分在近似计算中的应用

设函数y=f(x)在点x0 处的导数f'(x0)≠0且|Δx|很小时,有近似

公式
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Δy=f(x0+Δx)-f(x0)≈dy=f'(x0)Δx,
移项可得

f(x0+Δx)≈f(x0)+f'(x0)Δx.
例5 计算sin61°的近似值.

解 已知61°=π3+ π180.设f(x)=sinx,x0=π3,Δx= π180,则
sin61°=sin π3+ π180  =sin(x0+Δx)≈sinx0+cosx0·Δx

=sinπ3+cosπ3· π180= 32+12× π180≈0.875.
习题2-3

1.已知y=x3-x,计算当x=2,Δx分别等于1,0.1,0.01时的Δy及dy的值.
2.填空.

(1)d( )=xdx;   (2)d( )=dx2 x
;   (3)d( )=-1x2dx;

(4)d( )=cos3tdt; (5)d( )= 11+x2dx; (6)d( )=e3xdx.

3.求下列函数的微分.

(1)y=3x2+2; (2)y=xcosx; (3)y= x2-x;
(4)y=arctan x; (5)y=lnsinx2; (6)y=e-xcos(3-x).
4.利用微分求近似值.
(1)ln1.01;        (2)e-0.02.

复习题二

A 组
一、填空题

1.已知f'(x0)存在,则由导数定义知,limΔx→0f
(x0-Δx)-f(x0)Δx =    .

2.如果y=f(x)在(-∞,+∞)内可导且f(0)=0,则lim
x→0

f(x)
x =    .

3.若极限lim
x→a

f(x)-f(a)
x-a =2,则f'(a)=    .

4.若f(u)可导,则y=f(sin x)的导数为    .
5.f(x)在点x0处的左导数f'-(x0)和右导数f'+(x0)都存在且相等是f(x)在点x0 处可导

的    条件.
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6.f(x)在点x0处可导是f(x)在点x0处连续的    条件,f(x)在点x0 处连续是f(x)
在点x0处可导的    条件.

7.已知xy+x+y=1,则dydx x=1=    .

8.设f 1
x  =x,则f'(x)=    .

二、选择题

1.设f(x)可导,且下列各极限均存在,则下列等式不成立的是(  ).
A.lim

x→0
f(x)-f(0)

x =f'(0) B.lim
h→0

f(a+2h)-f(a)
h =f'(a)

C.limΔx→0f
(x0)-f(x0-Δx)Δx =f'(x0) D.limΔx→0f

(x0+Δx)-f(x0-Δx)2Δx =f'(x0)

2.设f(x)= x2-2x+2, x>1,
1, x≤1, 则f(x)在x=1处(  ).

A.不连续 B.连续,但不可导

C.连续且有一阶导数 D.有任意阶导数

3.设函数y=x3+5x2-8x+9的一阶导数为0,则x=(  ).
A.23或4 B.-23或4 C.23或-4 D.-23或-4
4.设函数f(x)=x(x-1)(x-2)…(x-5),则f'(0)=(  ).
A.0 B.-5! C.5! D.-15
5.函数y=|x-2|在点x=2处的导数为(  ).
A.1 B.0 C.-1 D.不存在

6.下列各式正确的是(  ).
A.d(x)= 1

2 x
dx B.d(x+1)=xdx

C.d 1
x  =lnxdx D.d(arccosx)= 1

1-x2dx
7.设函数f(x)=(x-1)(x-2),则f″(0)=(  ).
A.1 B.2 C.0 D.-2
8.y=ex 的过原点的切线方程为(  ).
A.y=ex B.y=-ex
C.y=-e-1x D.y=e-1x
三、综合题

1.求下列函数的导数.
(1)y=5x2-2x+3ex+log23;   (2)y=ax·ex;   (3)y=arcsin(1-2x);
(4)y=lncos(x+2); (5)y=x+arctany; (6)cos(xy)=x2y2.
2.求下列函数的二阶导数.
(1)y=ln(1-x2);    (2)y=(1+x2)cosx.
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3.求下列函数的微分.

(1)y= x1+x2;     (2)y=eaxcosbx;     (3)y=sinxy.

4.设函数f(x)= x+b, x≥1,
ax+3,x<1 在x=1处可导,求a与b的值.

5.问曲线y=x32上哪一点的切线与直线y=3x-1平行?
6.设某国的国民经济消费模型为y=10+0.4x+0.01x0.5,其中y为总消费(单位:十亿元),x

为可支配收入(单位:十亿元).当x=100.05时,问总消费是多少?
B 组

1.求下列函数的导数或微分.
(1)y=(arctanx2)2,求y'; (2)y=(lnx)x(x>1),求dy;
(3)y=(x+1)sinxex ,求y' x=0.

2.求曲线x3-xy+y2=11在x=2处的切线方程与法线方程.

3.已知单摆运动的周期T=2π l
g
,其中g=980cm/s2,l为摆长(单位:cm).设原摆长为

20cm,为使周期T增大0.05s,摆长约需加长多少?
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第三章 微分中值定理及导数的应用

函数的变化率即函数的导数刻画了函数相对自变量的变化快慢程度,在实际问

题中有着非常广泛的应用.本章将在介绍微分中值定理的基础上,引出计算极限的

新方法———洛必达法则,并以导数为工具,进一步研究函数的某些性态,解决一些实

际问题.

第一节 微分中值定理

微分中值定理在微积分理论中占有重要地位,它建立了函数与导数之间的联

系,提供了导数应用的基础理论依据.本节介绍罗尔定理、拉格朗日中值定理以及柯

西中值定理,这三个定理统称为微分中值定理.

一、罗尔定理

定理1(罗尔定理) 若函数y=f(x)满足:
(1)在闭区间[a,b]上连续;
(2)在开区间(a,b)内可导;
(3)f(a)=f(b),

则至少存在一点ξ∈(a,b),使得f'(ξ)=0.
罗尔定理的几何意义是:若连续曲线除端点外处处都有不垂直于x轴的切线,且

端点的函数值相等,则曲线上至少存在一点,过该点的切线平行于x轴(见图3-1).

图3-1
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例1 验证罗尔定理对函数f(x)=2x2-x-3在区间 -1,32  上的正确性,并
求出罗尔定理结论中的ξ.

解 由初等函数的连续性知,函数f(x)=2x2-x-3在 -1,32  上连续,又
f'(x)=4x-1在 -1,32  内存在,且f(-1)=f 32  =0,所以 f(x)在
-1,32  上满足罗尔定理的条件.

令f'(ξ)=0,解得ξ=14∈ -1,32  ,即所求的ξ为14.

二、拉格朗日中值定理

定理2(拉格朗日中值定理) 若函数y=f(x)满足:
(1)在闭区间[a,b]上连续;
(2)在开区间(a,b)内可导,

则至少存在一点ξ∈(a,b),使得

f'(ξ)=f(b)-f(a)b-a .

上式称为拉格朗日中值公式.
显然,罗尔定理是拉格朗日中值定理在f(a)=f(b)时的特殊情况.
拉格朗日中值定理的几何意义:若连续曲线除端点外处处都有不垂直于x轴的切

线,则曲线上至少存在一点,使该点处曲线的切线平行于过两端点的直线(见图3-2).

图3-2
例2 验证函数f(x)=x3+3x在区间[-2,3]上满足拉格朗日中值定理的条

件,并求ξ的值.
解 由初等函数的连续性可知,f(x)=x3+3x在区间[-2,3]上连续,又f'(x)=

3x2+3在(-2,3)内存在,所以函数f(x)=x3+3x在区间[-2,3]上满足拉格朗日中

值定理的条件.
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由拉格朗日中值定理,得
f(3)-f(-2)3-(-2) =f'(ξ),即36-(-14)5 =3ξ2+3,

解得ξ=± 213 ∈(-2,3),即所求的ξ为± 213 .

拉格朗日中值定理在微分学中的应用非常广泛,下面介绍两个推论.
推论1 设函数f(x)在区间I上可导,且f'(x)≡0,则f(x)在区间I上是一个常数.
推论2 设f(x)与g(x)都在区间I上可导,且f'(x)=g'(x),则f(x)=g(x)+

C(C为常数).
三、柯西中值定理

定理3(柯西中值定理) 若函数f(x),F(x)满足:
(1)在闭区间[a,b]上连续;
(2)在开区间(a,b)内可导,且F'(x)≠0,

则至少存在一点ξ∈(a,b),使得

f(b)-f(a)
F(b)-F(a)=f'

(ξ)
F'(ξ).

易知,拉格朗日中值定理是柯西中值定理当F(x)=x时的特殊形式.

习题3-1
1.函数f(x)=x2-2x-3在区间[-1,3]上是否满足罗尔定理的条件? 若满足,求出定理结

论中的ξ值.
2.下列函数在指定区间上是否满足拉格朗日中值定理的条件? 若满足,求出定理结论中的ξ值.
(1)f(x)=4x3-5x2+x-2,[0,1];
(2)f(x)=lnx,[1,2].
3.设函数f(x)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4),不求出导数f'(x),试说明方程f'(x)=0有

几个实根,并指出它们所在的区间.

微课

洛必达法则

第二节 洛必达法则

在求极限的问题中,分子与分母的极限均为0或∞,不能直接用极限的四

则运算法则来求.从形式上,把这类当分子、分母都是无穷小或都是无穷大时,
两个函数之比的极限可能存在也可能不存在的极限形式称为0

0型未定式或

∞
∞型未定式.下面给出求未定式的一种简便且重要的法则———洛必达法则.
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一、00型和∞
∞型未定式

定理4(洛必达法则) 设函数f(x)与F(x)满足条件:
(1)lim

x→x0
f(x)=lim

x→x0
F(x)=0(或lim

x→x0
f(x)=lim

x→x0
F(x)=∞);

(2)在点x0的某去心邻域内可导,且F'(x)≠0;
(3)lim

x→x0
f'(x)
F'(x)=A(或∞),

则lim
x→x0

f(x)
F(x)=limx→x0

f'(x)
F'(x)=A(或∞).

注意 (1)在洛必达法则中将x→x0改为x→∞或其他极限过程时,结论同样成立.

(2)若lim
x→x0

f'(x)
F'(x)仍为00(或∞∞)型未定式,且f'(x)与F'(x)满足定理4中f(x)

与F(x)所满足的条件,则可继续使用洛必达法则,依此类推,即

lim
x→x0

f(x)
F(x)=limx→x0

f'(x)
F'(x)=limx→x0

f″(x)
F″(x)=….

例1 求lim
x→0
3x-2x

x .

解 lim
x→0
3x-2x

x =lim
x→0
(3x-2x)'

x' =lim
x→0
3xln3-2xln21 =ln3-ln2.

例2 lim
x→+∞

lnx
xn (n>0).

解 lim
x→+∞

lnx
xn =limx→+∞

(lnx)'(xn)'=limx→+∞

1
x

nxn-1=limx→+∞
1

nxn=0.
例3 求lim

x→0
x-sinx

x3 .

解 lim
x→0

x-sinx
x3 =lim

x→0
(x-sinx)'(x3)' =lim

x→0
1-cosx3x2 =lim

x→0
sinx6x =lim

x→0
cosx6 =16.

例4 求lim
x→∞

x-sinx
x .

解 这是∞∞型未定式,若应用洛必达法则,lim
x→∞

x-sinx
x =lim

x→∞
1-cosx1 ,而后者

的极限不存在.但显然,
lim
x→∞

x-sinx
x =lim

x→∞ 1-sinxx  =1-0=1.
注意 洛必达法则也有失效的时候,如果利用洛必达法则不能求出最后结果,

应采用其他方法来确定未定式的值.
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二、其他类型的未定式

除了00型和∞∞型两种基本未定式外,还有0·∞,∞-∞,00,1∞,∞0 型未定式,
它们都可以经过适当变形,化为00型或∞∞型未定式后,再应用洛必达法则.

1.0·∞型未定式的求法

步骤:0·∞⇒1∞·∞或0·10.

例5 求lim
x→0+

xlnx.

解 lim
x→0+

xlnx=lim
x→0+
lnx1
x
=lim

x→0+

1
x
-1x2

=lim
x→0+
(-x)=0.

2.∞-∞型未定式的求法

步骤:∞-∞⇒10-10⇒0-00·0.
例6 求lim

x→1
x

x-1- 1lnx  .
解 lim

x→1
x

x-1- 1lnx  =limx→1xlnx-x+1(x-1)lnx=limx→1lnx+1-1lnx+x-1x

随堂测试

  

=lim
x→1

lnx
lnx+1-1x

=lim
x→1

1
x1

x+1x2
=12.

3.00,1∞,∞0 型未定式

步骤:
00
1∞
∞0 取对数→

0·ln0
∞·ln1
0·ln∞ ⇒0·∞.

例7 求lim
x→0+

xx.

解 设y=xx,取对数得lny=xlnx,当x→0+时为0·∞型未定式,由洛必达法则,

lim
x→0+
lny=lim

x→0+
xlnx=lim

x→0+
lnx1
x
=lim

x→0+

1
x
-1x2

=0,

所以lim
x→0+

y=lim
x→0+

xx=lim
x→0+
exlnx=elim

x→0+
xlnx=e0=1.
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习题3-2
求下列极限.

(1)lim
x→0
ex-1sinx;  (2)limx→0ln

(1+x)
x2 ;   (3)lim

x→0
ex-e-x-2sin2x ;  (4)lim

x→a
sinx-sina

x-a ;
(5)lim

x→+∞
x6
ex3; (6)lim

x→π2
lnsinx(π-2x)2; (7)lim

x→∞
ln(1+3x2)ln(3+x4); (8)lim

x→0
tanx-x
x2sinx;

(9)lim
x→0+

x3lnx; (10)lim
x→0

1sinx-1x  ; (11)limx→0+
(sinx)x; (12)lim

x→0
(1+x2)1x.

第三节 函数的单调性、曲线的凹凸性与拐点

利用导数可以研究函数的性态.本节介绍利用一阶导数符号判断函数的单调

性、利用二阶导数的符号判断曲线的凹凸性的方法.

一、函数的单调性

单调性是函数的一个重要特征.从图形上看,单调性表现为曲线的上升或下降,
经济学中,常常研究函数的升降关系.例如,商品价格的上涨,往往会引起市场需求

的减少和供应的增加;居民收入的增长,会引起社会购买力的增强;银行利率的提

高,会增强人们的储蓄欲望等.这些现象都可以用数学上的单调性来表示.
下面介绍函数的单调性的判别方法.
首先从函数y=f(x)的图形上进行直观的分析.如图3-3(a)所示,函数y=

f(x)在区间(a,b)上单调增加,其图形在(a,b)内是一条沿x轴正向上升的曲线,在
曲线上各点处作切线,可以看出切线的斜率非负,即f'(x)≥0;如图3-3(b)所示,函
数y=f(x)在区间(a,b)上单调减少,其图形在(a,b)内是一条沿x轴正向下降的曲

线,在曲线上各点处作切线,可以看出切线的斜率非正,即f'(x)≤0.

图3-3
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那么,反过来结论是否成立呢? 为此,给出如下定理.
定理5 设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,在开区间(a,b)内可导,则有

(1)若在(a,b)内f'(x)>0,则函数f(x)在[a,b]上单调增加;
(2)若在(a,b)内f'(x)<0,则函数f(x)在[a,b]上单调减少.
注意 若把定理中的闭区间换成其他各种区间,结论仍然成立;并且f'(x)>0

与f'(x)<0分别换成f'(x)≥0与f'(x)≤0(等号只在个别点处成立),定理5的结

论仍成立.
例1 判定函数y=x-sinx在[0,2π]上的单调性.
解 因为在(0,2π)内y'=1-cosx>0,所以函数y=x-sinx在[0,2π]上单调

增加.
根据定理5不难验证,函数y=x2 及y=|x|在(-∞,0]内单调减少,在

[0,+∞)内单调增加,如图3-4所示.

图3-4
观察函数在单调区间分界点处的导数,可以发现,y=x2 在点x=0处的导数为

0,y=|x|在点x=0处不可导(即导数不存在).一般地,函数f(x)在单调区间的分

界点处,要么导数等于0(使f'(x)=0的点称为该函数的驻点),要么导数不存在.由
此,讨论函数f(x)的单调性可按下列步骤进行:

(1)确定函数的定义域;
(2)求出函数的驻点和不可导点,并以这些点为分界点,将定义域划分为若干

个小区间;
(3)判断每个小区间内导数f'(x)的符号,由定理5得出相应的结论.

例2 讨论函数y=38x
83-32x

23的单调性.

解 函数的定义域为(-∞,+∞).
因为y'=(x-1)(x+1)3x

,令y'=0,得x1=-1,x2=1,另有不可导点x3=0.
上述三个点将定义域分成四个小区间,列表讨论如下:
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x (-∞,-1) -1 (-1,0) 0 (0,1) 1 (1,+∞)
y' - 0 + 不存在 - 0 +
y ↘ ↗ ↘ ↗

所以,函数y=38x
83-32x

23在[-1,0]和[1,+∞)内单调增加,在(-∞,-1]与
[0,1]内单调减少.

例3 消费品的需求量y与消费者收入x 有关,在忽略其他因素的前提下,把
需求仅看成收入的函数y=f(x).在经济学文献中称为恩格尔函数,最简单的形式

是y=Axb,其中A>0,b为常数.讨论y的单调性.
解 y'=Abxb-1,因为x>0,A>0,所以若b>0,则y'>0,y单调增加;反之则

单调减少.
从经济学的角度来理解,收入越高,购买力越强,正常情况下对应商品的需求量

也越大,此时恩格尔函数为增函数;反之,若收入增加,对商品的需求量反而减少,只
能说明该商品的质量有问题或消费者根本就不需要.一般来说,若商品的恩格尔函

数为y=Axb,则当b>0时,该商品是正常消费品.

二、曲线的凹凸性与拐点

在研究函数图形的变化情况时,了解它的上升和下降的规律是重要的,但单调

性还不能全面反映函数图形的变化.如图3-5所示的两条曲线,沿x轴正向都是单

调上升的,但这两条曲线的弯曲方向不同,一个向上弯曲而另一个向下弯曲,也就是

凹凸性不同.

图3-5
定义1 设函数y=f(x)在区间I上连续,如果函数的曲线位于其上任意一点

的切线的上方,则称该曲线在区间I上是凹的;如果函数的曲线位于其上任意一点
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的切线的下方,则称该曲线在区间I上是凸的.
如果函数f(x)在I内具有二阶导数,那么可利用二阶导数的符号来判定曲线

的凹凸性,这就是下面的曲线凹凸性的判定定理.这里仅就I为闭区间的情形来叙

述定理,当I不是闭区间时,定理类同.
定理6 设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,在(a,b)内具有一阶和二阶导数,

那么

(1)若在(a,b)内f″(x)>0,则曲线y=f(x)在[a,b]内是凹的;
(2)若在(a,b)内f″(x)<0,则曲线y=f(x)在[a,b]内是凸的.
定义2 连续曲线y=f(x)上凹弧与凸弧的分界点,称为曲线y=f(x)的拐点.
拐点既然是曲线凹凸的分界点,那么在拐点左右两侧近旁f″(x)必异号.因此,

在拐点处f″(x)=0或f″(x)不存在.从而确定曲线的拐点坐标或判断曲线凹凸性的

步骤如下:
(1)确定函数的定义域;
(2)求出使f″(x)=0的点及使f″(x)不存在的点,并用这些点把函数的定义域

分成若干个小区间;
(3)判断每个小区间内f″(x)的符号,从而判定曲线在各小区间内的凹凸性及

曲线的拐点,并写出最后的结论.
例4 求曲线y=x4-6x3+12x2-10的凹凸区间及拐点.
解 函数的定义域为(-∞,+∞).
因为y'=4x3-18x2+24x,所以y″=12x2-36x+24,令y″=0,得x1=1,x2=

2,列表讨论如下:
x (-∞,1) 1 (1,2) 2 (2,+∞)
y″ + 0 - 0 +
y 凹 拐点(1,-3) 凸 拐点(2,6) 凹

所以,曲线y=x4-6x3+12x2-10在(-∞,1]与[2,+∞)内为凹的,在[1,2]
内为凸的,拐点为点(1,-3)与点(2,6).

例5 设p(t)为每日t时刻某公司的股票价格.图3-6给出了某天p(t)的曲线

(称为走势曲线),试说明该天股票的走势.



第三章 微分中值定理及导数的应用       

53     

图3-6

  解 图3-6中曲线为上升的凸曲线,因此dpdt>0,d
2pdt2<0.

dpdt>0说明该天的股票价格是单调上升的;d2pdt2<0说明股票价格上升的速度

是单调减少的,即股票价格上升的速度越来越慢.

习题3-3
1.判定下列函数在指定区间内的单调性.

(1)y=x2+2x-1,(-1,+∞);    (2)y=lnx-2x,12,+∞  .

2.求下列函数的单调区间.

(1)y=2x+8x(x>0);    (2)y=x3-1x.

3.求下列函数曲线的凹凸区间和拐点.
(1)y=x3-5x2+3x-5;    (2)y=xe-x.
4.某公司用二阶导数来评估不同广告战的相关业绩.假设所有广告都提高销量,如果在一次

新的广告战中,销量关于时间的曲线为凹的,试说明该公司的经营情况如何? 为什么? 如果曲线

是凸的呢?

第四节 函数的极值与最值

微课

函数的极值及
其求法

  在日常生活和经济管理中,许多问题都可以归结为极值或最值问题.本节

将讨论函数的极值及其导数之间的关系,从而提供求函数极值或最值的方法.

一、函数的极值

函数的极值,指的是所谓函数的“局部最值”.从图3-7中不难看出,点
x1附近任何一点的函数值都比f(x1)要小,而点x2附近的任何一点的函数
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值都比f(x2)要大.下面给出函数极值的一般性定义.

图3-7
定义3 设函数f(x)在点x0的某邻域内有定义,若对该邻域内任一点x(x≠

x0)都有

(1)若f(x)<f(x0),则称f(x0)为函数f(x)的极大值,x0称为函数f(x)的极

大值点;
(2)若f(x)>f(x0),则称f(x0)为函数f(x)的极小值,x0称为函数f(x)的极

小值点.
函数的极大值和极小值统称为极值.极大值点和极小值点统称为极值点.
显然,函数的极大值点是函数由增变减的分界点,函数的极小值点是函数由减

变增的分界点.由于函数单调区间的分界点是函数的驻点或使其一阶导数不存在的

点,因此,函数的驻点和使其一阶导数不存在的点是函数的可能极值点,于是,有以

下结论.
定理7(极值存在的必要条件) 若函数f(x)在x0 处可导,且在x0 处取得极

值,则f'(x0)=0.
定理8(极值的第一充分条件) 设函数f(x)在点x0处连续,且在点x0的某一

去心邻域内可导.若
(1)当x<x0时,f'(x)>0,而当x>x0 时,f'(x)<0,则函数f(x)在点x0 处

取得极大值;
(2)当x<x0时,f'(x)<0,而当x>x0 时,f'(x)>0,则函数f(x)在点x0 处

取得极小值;
(3)当x<x0与x>x0 时,f'(x)具有相同的符号,则函数f(x)在点x0 处无

极值.
综上所述,求函数f(x)的极值点和极值的一般步骤为:
(1)确定函数的定义域;
(2)求出使f'(x)=0和f'(x)不存在的点,并用这些点将函数的定义域分成若

干个小区间;
(3)在每个小区间上确定f'(x)的符号,根据驻点与不可导点两侧f'(x)的符
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号确定极值点,并求出极值.

例1 求f(x)=32x
23-x的极值.

解 函数的定义域为(-∞,+∞).
因为f'(x)=1-

3x
3x

,令f'(x)=0,得驻点x1=1,另有不可导点x2=0.用这两

个点将定义域分成三个区间,列表讨论如下:
x (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,+∞)

f'(x) - 不存在 + 0 -
f(x) ↘ 极小值 ↗ 极大值 ↘

所以,函数在x=0处取得极小值f(0)=0,在x=1处取得极大值f(1)=12.

如果函数存在二阶导数且在驻点处的二阶导数不为零,则有下面的定理.
定理9(极值的第二充分条件) 设函数f(x)在点x0 处具有二阶导数,且

f'(x0)=0,f″(x0)≠0,那么

(1)当f″(x0)<0时,函数f(x)在点x0处取得极大值;
(2)当f″(x0)>0时,函数f(x)在点x0处取得极小值.
例2 求函数f(x)=x3+3x2-24x-20的极值.
解 f'(x)=3x2+6x-24=3(x+4)(x-2),f″(x)=6x+6.
令f'(x)=0,得驻点x1=-4,x2=2,由于f″(-4)=-18<0,所以极大值为

f(-4)=60,而f″(2)=18>0,所以极小值为f(2)=-48.
注意 如果函数只有驻点且在驻点的二阶导数不为零的情况下,用定理9求解

比较简单,但有不可导点或在驻点的二阶导数为零的情况下,必须用定理8解决.

二、函数的最值

随堂测试

 

函数在区间上的最值是全局性的概念,是函数在所考察的区间上全部

函数值中最大者和最小者,与极值的概念是有区别的.
闭区间上连续函数一定有最大值和最小值,最大值与最小值可能在区

间内的点(必定是极值点)取得,也可能在区间的端点取得.因此,只要求出

函数的所有极值点及端点处的函数值并加以比较,便可得到函数在该区间

上的最大值和最小值.故求函数最大值和最小值的步骤如下:
(1)求驻点和不可导点;
(2)求区间端点及驻点和不可导点的函数值;
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(3)比较大小,最大的就是最大值,最小的就是最小值.
例3 求函数f(x)=x3-3x+2在[-2,3]上的最大值与最小值.
解 f(x)=x3-3x+2为[-2,3]上的连续函数,f'(x)=3x2-3,令f'(x)=

0,得f(x)在[-2,3]上的驻点为x1=-1,x2=1.
由于f(-1)=4,f(1)=0,f(-2)=0,f(3)=20,因而,f(x)在[-2,3]上的最

大值为f(3)=20,最小值为f(1)=f(-2)=0.
习题3-4

1.求下列函数的极值.
(1)f(x)=2x3-3x2-12x+21;    (2)f(x)= 2x-x2.
2.如果函数f(x)=asinx+13sin3x在x=π3取得极值,求a的值,它是极大值还是极小值?

并求此极值.
3.求下列函数在给定区间上的最大值与最小值.

(1)y=x+2 x,x∈[0,4];    (2)y=sin2x-x,x∈ -π2,π2  .

4.函数y=x2-54x(x<0)在何处取得最小值?
5.函数y= x

x2+1(x≥0)在何处取得最大值?
6.把长为100cm的铁丝分为两段,各围成正方形,怎样分法才能使两个正方形的面积之和

最小?

第五节 导数在经济中的应用

随着我国市场经济的不断发展,应用数学知识分析经济及管理领域中的问题,
对很多经营决策起了非常重要的作用.导数在经济领域中的应用十分广泛,本节将

介绍导数在经济中的几个简单应用.

一、最优问题

经济管理中的诸如最低成本、最大利润、最高收益、最小费用等问题,在数学上

都可归结为求函数的最值问题.在实际问题中,若根据实际意义分析知,函数f(x)
确实存在最大值或最小值,而且在所讨论的区间内只有一个驻点x0,则f(x0)就是

所求的最大值或最小值.
例1 设某厂生产q件产品的总成本为C(q)=10000+50q+q2(元),问产量为

多少件时,每件产品的平均成本最低?
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解 平均成本函数为

C(q)=C(q)q =10000q +50+q(q>0),
因为C'(q)=-10000q2 +1,令C'(q)=0,得q=±100(负的舍去).于是有唯一的驻点

q=100,而问题存在最小值,所以产量为100件时,每件产品的平均成本最低.
例2 某厂每批生产q台某商品的成本为C(q)=5q+200(万元),得到的收益

为R(q)=10q-0.01q2(万元),问每批生产多少台该商品才能使利润最大?
解 利润函数

L(q)=R(q)-C(q)=5q-0.01q2-200(q>0),
因为L'(q)=5-0.02q,令L'(q)=0,得唯一驻点q=250,而问题存在最大值,所以

只要每批生产250台该商品,就可以获得最大利润.
例3 某工厂C到铁路的距离CA 为40km,它需要从距离A 站200km的B

站运来原料.现要在铁路上某处D修一条公路与工厂C 连接.已知铁路每千米运费

与公路每千米运费之比为3∶5.为了使原料从B站运到工厂C 的总运费最省,问D
点应选在何处(见图3-8)?

图3-8
解 设D点选在距离A 站xkm.设铁路每千米运费是3k,则公路每千米运费

是5k,于是从B经D 转到C 的总运费是

f(x)=3k(200-x)+5k 402+x2,x∈[0,200].
依题意,问题归结为求此函数在[0,200]上的最小值.为此,对函数求导

f'(x)=-3k+ 5kx
402+x2,

令f'(x)=0,解得x=30.
由于x=30是函数f(x)在定义域内的唯一驻点,从而它就是函数f(x)的最小

值点,即当D点选在距A 站30km处时总运费最省.

二、边际分析

在经济问题中,常常会使用变化率的概念,变化率分为平均变化率和瞬时变化
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率.平均变化率就是函数改变量与自变量改变量之比;瞬时变化率(简称变化率)就
是函数对自变量的导数,即当自变量改变量趋于零时平均变化率的极限.

边际概念是经济学中的重要概念,通常指经济函数的变化率(即导数),它近似

地表示:自变量增加一个单位时,相应的经济函数的变化.边际的概念就是导数的经

济学意义.
1.边际成本

设某企业生产某产品的总成本函数C=C(q)(q为产量)可导,如果产量由q0 增

至q0+Δq,则比值

ΔCΔq=
C(q0+Δq)-C(q0)Δq

就是产量由q0增至q0+Δq这一生产过程中总成本的平均变化率.令Δq→0,那么极

限

limΔq→0ΔCΔq=limΔq→0
C(q0+Δq)-C(q0)Δq

就是产量为q0个单位时总成本的变化率,称为产量为q0时的边际成本.
对任意产量q,若总成本函数C(q)可导,则对产量q的导数C'(q)称为边际成本

函数,记为MC,即
MC=C'(q)=limΔq→0C

(q+Δq)-C(q)Δq ,
其经济意义为:在产量为q的基础上,再增加生产一个单位产品(Δq=1)所增加的总

成本.这是因为

ΔC(q)=C(q+1)-C(q)≈C'(q).
例4 某企业生产某产品q吨的总成本为C(q)=1000+7q+50q(元),试求:
(1)产量从100吨增加到225吨时,总成本的平均变化率;
(2)产量为100吨时的边际成本,并说明其经济意义.
解 (1)产量从100吨增加到225吨时,总成本的平均变化率为

ΔCΔq=
C(225)-C(100)225-100 =3325-2200125 =9(元/吨).

(2)边际成本函数为C'(q)=7+25
q
,因此,产量为100吨时的边际成本为

C'(100)=7+ 25
100=9.5,

它表示当产量为100吨时,再多生产1吨产品,总成本将增加9.5元.
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2.边际收益

类似地,设收益函数为R(q)(q为销售量),于是,当R(q)可导时,边际收益函数

(记为MR)为
MR=R'(q)=limΔq→0R

(q+Δq)-R(q)Δq ,
其经济意义为:在销售量为q的基础上,再多销售一个单位产品所增加的收益.

例5 设产品的需求函数为q=100-5p(q为需求量,p为价格),求边际收益函

数及需求量为50时的边际收益,并解释所得结果的经济意义.

解 根据q=100-5p,得p=100-q5 ,所以收益函数为

R(q)=pq=100-q5 ·q=15(100q-q2),
从而,边际收益函数为R'(q)=15(100-2q),所以需求量为50时的边际收益为

R'(50)=15×(100-2×50)=0,
其经济意义为:当销售量为50个单位时,多销售1个单位增加的收益为0.

3.边际利润

设利润函数为L(q)(q为产量),于是,当L(q)可导时,其导数L'(q)称为边际利

润函数,记为ML,即
ML=L'(q)=limΔq→0L

(q+Δq)-L(q)Δq ,
其经济意义为:在产量为q的基础上,再增加生产一个单位产品所增加的利润.

由于L(q)=R(q)-C(q),两边求导,得L'(q)=R'(q)-C'(q),即边际利润等

于边际收益与边际成本之差.
例6 某厂生产一批产品的固定成本为2000元,每增产1吨产品成本增加50

元,设该产品的市场需求函数为q=1100-10p(q为需求量,p为价格),产销平衡,
试求产量为100吨时的边际利润,并说明其经济意义.

解 由于p=110-q10,所以收益函数为

R(q)=pq=110q-q210.
又总成本函数为C(q)=2000+50q,所以利润函数为

L(q)=R(q)-C(q)=60q-q210-2000,



        

  60   

从而,边际利润函数为L'(q)=60-q5.因此,当产量为100吨时的边际利润为

L'(100)=60-1005 =40,
其经济意义为:当产量为100吨时,多生产1吨产品所增加的利润为40元.

三、弹性分析

前面所讨论的函数改变量与函数变化率是绝对改变量与绝对变化率.在一些经

济学问题中,有时仅知道函数y=f(x)的改变量Δy及绝对改变率f'(x)是不够的.
例如,设有甲、乙两种商品,其单价分别为10元和100元.同时提价1元,显然改变

量相同,但提价的百分数大不相同,分别为10%和1%.前者是后者的10倍,因此有

必要研究函数的相对改变量以及相对变化率,这在经济学中称为弹性.
1.弹性的概念

定义4 设函数y=f(x)在点x0处可导,函数的相对增量Δy
y0

与自变量的相对增

量Δxx0之比Δy
y0
/Δxx0称为函数f(x)从x0 到x0+Δx的相对变化率.当Δx→0时,若

Δy
y0
/Δxx0的极限存在,则称此极限为函数f(x)在点x0处的弹性,记为Ey

Ex x=x0
.

对一般的函数y=f(x),若f(x)可导,则有

Ey
Ex=limΔx→0Δy

/yΔx/x=limΔx→0ΔyΔx·x
y=

x
yy',

称为y=f(x)的弹性函数.

函数y=f(x)的弹性Ey
Ex反映了随x的变化f(x)变化幅度的大小,也就是f(x)

对x变化反映的强烈程度或灵敏度.EyEx x=x0
表示在点x=x0处,当x产生1%的改

变时,f(x)近似地改变 Ey
Ex x=x0

%.

注意 弹性研究的是相对变化率.因此,弹性没有单位.

例7 已知函数y=50e4x,求Ey
Ex及Ey

Ex x=3.

解 因为

Ey
Ex=x

yy'= x50e4x·200e4x=4x,
所以Ey

Ex x=3=4×3=12,表明在点x=3处,当x产生1%的改变时,函数y会变



第三章 微分中值定理及导数的应用       

61     

化12%.
2.需求弹性

经济学中常用到的需求弹性,是指需求对价格的弹性.

微课

需求弹性分析

设商品的市场需求量为Q,价格为p,需求函数Q=Q(p)可导,则需求函

数的弹性为EQ
Ep=p

QQ'=p
Q
dQdp,称为该商品的需求价格弹性,简称需求弹性.

因为需求函数是价格的单调减少函数,dQdp一般为负值,所以需求弹性

一般为负值,其经济意义为:需求弹性表示在价格为p时,价格上涨或下跌

1%时,需求量约减少或增加 EQ
Ep %,它反映了需求量相对变动对价格相对变动的

灵敏程度.

当 EQ
Ep >1时,即价格变化1%,需求量的变化高于1%时,称需求是富有弹性

的.此时,需求量对价格的变化反应较为灵敏,适当降价会使需求量较大幅度上升,
从而导致收入增加,而提高价格往往使收入下降.

当 EQ
Ep <1时,即价格变化1%,需求量的变化小于1%时,称需求是缺乏弹性

的.此时价格的变化对需求量的影响较小,在适当涨价后,不会使需求量有太大的下

降,从而使收入增加,一般降价将引起收入的减少.

当 EQ
Ep =1时,即价格变化1%,需求量的变化恰为1%时,称需求是单位弹性

的,这种情况很少见.
例8 设某商品的需求函数为Q(p)=400-100p(p为价格),求p=1,2,3时

的需求弹性,并说明其经济意义.

解 EQEp=p
QQ'= p400-100p(-100)=- p4-p.

当p=1时,EQEp=-
14-1=-13≈-0.33<0,即p=1时,若价格下降(上涨)

1%,需求量将增加(或减少)0.33%.由于 EQ
Ep =0.33<1,因此无论涨价或降价,需

求量的改变不会很大.

当p=2时,EQEp=-
24-2=-1<0,即p=2时,若价格下降(上涨)1%,需求量

将增加(或减少)1%.需求量与价格的相对变化率是相等的.
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当p=3时,EQEp=-
34-3=-3<0,即p=3时,若价格下降(上涨)1%,需求量

将增加(或减少)3%.由于 EQ
Ep =3>1,因此价格的变化对需求量的影响较大.

习题3-5
1.某产品每日生产q件的总成本为C(q)=100+6q+0.25q2(元),求平均成本最小时的日产

量并求出最小平均成本.
2.某服装公司规定,卖出x套服装时,单价为p(x)=150-0.5x.同时还规定,生产x套服装的

总成本为C(x)=4000+0.25x2.求:(1)收益函数;(2)利润函数;(3)为使得利润最大化,公司必须

生产并销售多少套服装? (4)最大利润是多少? (5)为实现这一目标,服装的单价应定为多少?
3.某产品生产x件的总成本为C(x)=100+110x2(元).求:(1)生产40件产品时的平均成

本;(2)生产40件到50件产品时,成本的平均变化率;(3)生产50件产品时的边际成本.

4.设某产品的总成本函数和收益函数分别为C(q)=3+2q,R(q)= 5qq+1,其中q为该产品

的销售量,求该产品的边际成本函数、边际收入函数和边际利润函数.
5.求下列函数的弹性.

(1)y=2ex;   (2)y=xα;   (3)y=1600 14  x,求Ey
Ex x=3.

6.某种商品的需求量Q(百件)与价格p(千元)的关系为Q(p)=25e-0.4p,p∈[0,8],求价格

为6千元时的需求弹性,说明其经济意义,并指出企业能否采取调价措施来增加收入,怎么调整价

格较妥当.

复习题三

A 组
一、填空题

1.函数y=ln(x+1)在[0,1]上满足拉格朗日中值定理条件,则结论中的ξ=    .
2.满足方程f'(x0)=0的点x0是函数y=f(x)的    .
3.如果在(a,b)内恒有f'(x)=0,则在(a,b)内恒有    .
4.函数f(x)可能极值点有    和    .
5.设f(x)=x3+ax2+bx在x=-1取得极小值-2,则a=    ,b=    .
6.函数f(x)=x4-2x2+5在区间[-2,2]上的最小值是    .
7.设产品的总成本函数C(q)=100+0.02q2(元),则该产品在产量为100件时的边际成本

为    元/件.
8.设某商品的需求函数Q(p)=p(8-3p)(p为价格),则需求对价格的弹性为    .
二、选择题

1.函数y=x2+3x在[-3,0]上满足罗尔定理条件,则结论中的ξ=(  ).
A.0 B.1 C.-32 D.2
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2.下列求极限问题中能使用洛必达法则的是(  ).

A.lim
x→0

x2sin1xsinx B.lim
x→∞

x+cosx
x-cosx C.lim

x→∞
x-sinx
xsinx D.lim

x→∞
x+lnx
x-1

3.若(x0,f(x0))是曲线y=f(x)的拐点,则(  ).
A.f″(x0)=0 B.f″(x0)=0或f″(x0)不存在

C.f'(x0)=0 D.f(x0)=0
4.f'(x0)=0是f(x)在x0取得极值的(  ).
A.充分条件 B.必要条件 C.充要条件 D.以上都不对

5.函数y=x3+12x+1在定义域内(  ).
A.单调增加 B.单调减少 C.不增不减 D.有增有减

6.曲线y=x4-24x2+6x的凸区间是(  ).
A.(-2,2) B.(-∞,0) C.(0,+∞) D.(-∞,+∞)
7.某产品的利润函数L(x)=20x-x2,则要该产品的利润最大,产量应为(  ).
A.8 B.9 C.10 D.11
8.已知某商品的需求函数为Q(p)=1-p,则需求弹性EQ

Ep=(  ).
A.p1-p B.- p1-p C.p21-p D.- p21-p
三、综合题

1.求下列极限.

(1)lim
x→1

x2-1lnx ;       (2)limx→ax
n-an

xm-am(n≠m,a≠0);
(3)lim

x→+∞
x2
ax(a>1); (4)lim

x→0
(1+sinx)1x.

2.求函数y=x+e-x的单调区间.
3.求函数f(x)=x3-2x2+1的极值.
4.某公司生产某种产品的总成本函数为C(x)=300+1.1x,收益函数为R(x)=5x-

0.003x2,试求:(1)边际成本函数、边际收益函数和边际利润函数;(2)当产量为600及700个单

位时的边际利润,并说明其经济意义;(3)当边际成本与边际收益具有何种关系时,利润最大?
5.生产某种产品的固定成本是1000万元,每多生产1台该种产品,其成本增加10万元,又

知对该产品的需求为q=120-2p(q是产销量,单位:台;p是价格,单位:万元).求:(1)使该产品

利润最大的产量;(2)使利润最大的产量时的边际收入.
6.设某商品的需求函数为Q=10e-0.1p(Q为需求量,单位:件;p为价格,单位:元).
(1)若销售此商品,问p为多少时收益最大? 最大收益是多少?
(2)求需求弹性函数及当p=5时的需求弹性,并说明其经济意义.

B 组

1.求函数y=2x2-lnx的单调区间.

2.求函数f(x)=(x-1)x23的极值.
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3.某职业院校为了培养学生的创业能力,鼓励毕业学年的学生在校园里开展各种营销活动.
为了探索创业途径,学生蔡明利用业余时间在学院的一家面包销售点打工.经过一段时间统计,
他发现某种面包以每块2元的价格销售时,每天能卖掉500块;若价格每提高1角,每天就会少卖

掉10块.另外,面包销售点每天的固定开销为40元,每块面包的成本为1.5元.此后,蔡明决定独

自经营该面包销售点.问:蔡明怎样确定面包的价格,才能使获得的利润最大?
4.对某企业员工的工作效率研究后表明,一个班次(8小时)的中等水平员工早上8点开始工

作,在t小时后,生产的效率为Q(t)=-t3+9t2+12t(0≤t≤8).问:(1)何时工作效率是提高的?
何时工作效率是降低的? (2)何时工作效率最高?


